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ھفنلس4 تد لیلی 


روش ری 
جند بھای راستادار > 

١‏ جندفای عدئدی و جندبھهای رامتا ثار - چندیہالیکه ا ا نہاسر و 
کار داریم ار جحسی عیفبہ - اوح عوامل رباضی ازم جہتبت تعسنشان بدو ٹڈسنلة تقسیم 
میشوئد . : 

اول : 2 ائکہ ہوسیله : زا منقایسہ فقط با مقداری از نوح خودشان کہ واحد 
اخضار شدم امونھ کاملا تو سط بات یلان مشخص ھبشو ئی , 

اأمەن غعڈں مندت 1 فی واندارهٔ 20 جندی ہودہ وچان چندہہا رإ اسکالر ٹامند 
مثال طول زم 5 انت : کو و رہ 

دوخ ماپ تو سرظا لباک عدد و اک سوی شہںل سہ ی وگاھی تو سط زم ص۸ عملمان 
تعیین میشوند چنین چندیہا را راستا دار وپابرداری نامندزیرا میتوانأ نہارا ہوسیلہ 
بت ہردار نماہش داد . ْ 

مثال - سر ء٤عت‏ وبا تاب 2۳ اط4 مادی : دوران ات یش در حول ہت محور 
و غیرہ . 

٣‏ بر۵ار ِ بردار پارہ خطی است محدود ہین دو نقطه کہ 7 زا ٢‏ غاز 
د3 -31كە“ل" |نحام مینامیم ۱ ممتوان کھت کہ نزذاز بارہ ختطا راستا دار تل 

ہردار را ہا دو حرف که اولی ازسمت چپ آغاز ودوی انجام آ نست نمایش 
دادہ و روی ا غااقت دسج مغ میگذارم د۸ اعت اوفات وا حجھت آسانی محاس4 


سے 


با رت جرف مثلا كّ ہز نمای مع ۰ 


ات 
٣‏ عوامل بك ہر دار ۔ چنائکە برداری دادہ شدہ باشد طول بارہ ظط ان ْ 
يك چندی اسکالر بودہ و چنانکە یک یکە طول انتخاب کنیم طول این پارہ خط قدر 
مطلق ان بردار میباشد بس از ْ٘ نجا بت بردار ہا چہار عامل مشخص میْشود 
-١‏ ممعداء آن ۸ 
٦‏ اھثتداد خطی کہ حامل آے ۱ 
۳- سوی جنبش در روی این امتداد کە از 7 کر سعت 0 اٹ 


ج قدر مطلق آَ ۱ 


خطی کە بردار رویٰ آن واقع وازدو _ * 
ناوت متترد ات اکر اھ میں ”مھ 

بر دار صفر برداری است کہ اتہای آت ْ ۱ ہمں۔ 
بر مبداء آرئے منطبق باغد . قدر مطلق چنان 7 : 
بر دار صفر بودہ امتداد و سوی ان نیز عبر مشخصلد . 27 


۴ - ھمسنگی - دو بردار سک کوئیم وقتی مواری اھموسوء؛و وےدر 
مطلتمان بکی باشد 5 با 2 ہارت سا کو ہتوان با ہلت انتقال 2 را برٹ بگری منطبق 


جہ۔ ہ-- 
نمود ۰ کے را با علامت ہت نما سی ھن ر ےد ایت 


سوت ےت 


حیسم 
0 ى ق3 ازراق مابتےی خواص تساوی بودہ مثلا اھ ات 7و تل باسشد 
کت ج۔ ۱ 
کو وت و -- خواھد ود 
ہت مہ جہ _ جہ جے ہہ 
٤‏ ہے ہس ۱ 
اٹر دو بردازر ط۸ و 8 ۸۲۳۱ ھمسنك بائند شکل 'ھ '8 86 ۸ متوازی ۔ 
الاضلاع ہودہ و میتوان ذو تر دار را ہا انتقالٰی مساری ٰ۸ ۸ برمم منطمق نمود و 
سکق تہ یا تو ماف مافف 
۱ صسہر ۰ ھ'“-۔۔ 
جنانکه برداری مساوی صےّر باشد ۱ نأ مل جبر بصورت روہ نمایش 


کہم تاد َ 
ا ا ۳ 


ھمحنانکه در ا جبری روی إاعداد میتوان بحای عددی اتی آنرا 


ا 
قراز داد ہدو انگ در سو تغپری حاصل شود بہمینطوں میتوان در عملیاتروئ 
بردار‌ھا واسکالر ھا بردارھا و اسکالر ھای مساوبثشانرا بجای آ نہاقرار داد و نتیجه 
حاصل کی خواھدت شد . بطریق دنگ نیز میتوانچدن سانٛ نمود . 
: ' محاسبات برداری عوامل سے و ھمحنان نتایج حاصل با تر ب بت 
290ئ0 با ىك تساوی تعتن میشوند . 
٭ ۔ رٹار ھای موانی نت 
جنانزکےہ دو ہر داز 2 موازی 


باشند مبتوان علاوہ برقدرمطلق ۱ تہ 





سوی ار با ھم مقایسه نمود 2 


نسبت ‏ دو بردار موازی َ و ۳ فسطاوق خارج قسمت قدر مطلق ھای 
آہاتتے یقارع ساد با ای سی آ نکە دو بردار ھم سو با ہاسو ھایى مختلف 
فلت ٰ 

خل الات سررصض اد گار 07 اک تال کا ماج ران 
بکار مبرود انتخاب شدہ ا|ِست جہت این بردار جہت محور وتمام بردار ھای موازی 
آترا با آك فقاة سکسشب ردان ٌ را بردار یکە نامند . 

اندازہ ھر بردار ےا بہ ہر دار بکە محوری کہ موازی أ نست مساشدہ ْ 
از ای نتیج۸ه میشود کہ نسبت دو بردار موازی ۰2 محور سای خازح مت 
[ددَازوعقٰ ا ابت: 

اندازہ بردار ۸7 7ت را باعلامت ھ ے با ے نمایشن میدھیم درحاللکەہ قدز 


ہہ 


مطلق آن کہ قدرمطلق اندازہ است باعلامات | ۸8 یا |۸38 اویا] ٭ 








ےاج 





نشاے ث3 دادہ ھیشوٹ : 


۱ ۱ جو 
. ۔.حاصل ے۔ نے ول پر ٹار در رك عدث ۔ .حأاسل ضر ب بر دار دراسکالر 


و 


ہ+ ح۔ 


و با عدد مساوی ہر داریست کہ دارای مان امتداحٴ ۳ 7" ان کت 8ے مساری 
باشد نان بردار با تغقرب بائؤقریت ى تعبان گُشته 0 یا : و نما ش میدھیم 
۱ س اک 
مور دانع سای بودمو؛ رعکس ھربرداد ت4 موازیٰ ے را 
ہے 
میتوأان ہبدین صورت نوشت زیراکافی است کہ گر را مساری لسبت ۳ ,۵ھ بے بگیریم 
رس ات اوردار گا ری سان گر اراس ات 
یر کے یم و چس ہے ان اھ وی گر ود چٹ رک سیر در فو وت سا سو 
۱ ےت 
بردار ھموازی محور و با اندازه ۸ سے 2 
نوست ۱ 
۱ و بالاخرہ چنانکہ بردار ے و اعداد ‏ و را داشته ہاشیم م تر را 
جے جا ۱ ْ 
خواھیم داشت : ہے 7)0 ھم)ادڑی مامھعمےے.ےمم, 
: سب ج ج۔ جہ چہ ہ+ 
سو یھ رک یہ و ال سا کا ام یر۱ 'میمر۔ 


ہو 


مواری ہ 2 7 کے ات ََ را جرداز ںذ کے انتخاب کردہ اندازہ 7-7 
ہہ . ہم چ  _‏ ہہ 
ڑ٤‏ أء بر آسی 7 و 0 بودہ و از ٦‏ نیج نسست ٌ ب4 ر7 ای خارج فت ادن 


چم 


اندازەھایعنی .م7 ۰ سا :تم میباقد. ہس ازا تجا: ۶" مم سے کن ھمیشون 


۱ ' ج۔ 
۱ جن ٴ ۱ ج وت 
حاصل صرب ہب وُر نین 2 ختوآھد سّں عو تی 7 ہے ُ 
جح ھندسی 


ٹچ ٠‏ سی 

۷ دثٴ ٥ر‏ آإف ہے حاصل 2 ھمدسی جند بردار و و 3 و جح ا 
برداربست کہ ترتیب زیر ہدست میآید : 

7 سج چے تيت ۱ 

ازنقطه ھ بردار ظھ را ھم:اک وازنقطه 8 بردار 6م راھمسنک 
وم لات و ۱ می و 1 : 
ھ و ار زط۸ و( بردار 01( را ھمسزك 2 کی ھمینطور ۶5 اآخرین بر دار رسم 
۱ کردہ و جنانکہ ر1 ا نحام آے جحربن بر ان باشد 1ھ راح اصل ود ھندسی این ۱ 


بردار ھا نامند . 


در مورد دو بردار میتوان از ھمان مبداء ٥‏ در بردار 0۸ و‌‌ ڈ0 رإ 


: دلاتے 

۱ ۱ حح _۔ ۱ ۱ ۵ه,ه,,6 ۱ ۱ ٠‏ 
ضمستتن ٦‏ نہ رسم کرد حاصل چسعغ سک0 ِطر منوازی الاضلاع ط وم 0 مساشد . 

۱ داتات امت ھدسی با عمان علامت ٔ نمایش دأادہ سلدم زہرا دارای عمان 
خواص حاصل جمع اعداد عیباقد ۔_ 
ہہے۔ ہ۔۔-۔ سے چس ہس سے مہ ہہس تہ ہ-۔۔ 
سان ےہ رو دن و کل رات ا کے ال و سا انت 

خواس بالاازروی شکل‌واضم . <3 : 

میباشند زیرا 7 اولی میتوان در ٰ ۱ 
متوازی الاضلاع جای هر یك از 


بردارھارا عوض نمود و دردوی 





میتوان بعوض دورہ کثبر الاضلاع 
( و بردار 86 را در* رف ٰ ٰ ۴ 
اول و بردار ج یر را بجای دورہ ‏ 8 ھ در طرف دوم قرار داد . 
ازتساوی ھای فوق نتیجه میشود 
کہ در جمع ھندسی بت عدہ بردار 


میتوان جای هر بردار را عوض نمودہ و 





ھمجنین مجموع چند بردار را میتوان 
بحای آ نہا قرارداد ہدو و نکھ دراتہحہ ٰ ٹیس 
تغبیری حاصل شود. ٰ ٰ 

ٰ قدر مطلق ھر حاصل جمع ھندسی منتہا مساوی مجموع قدر مطلق ھای 


جے. جہ| 
ہے ات و ہے 





یئ نت 

بردار ھا است . 0+00 ہت 

این رابطە نیزازروی شکل واضحبودہ زیرا طول .ا ھ منتہا مساری مجموع 
طولٰہای اضلاع سس لہ 0) و ۔۔ وڑ ےھ مبائقد۔ ُ 


تساوی محجموخح قدر مطلقہا وط موقعی است کہ ہر دارھا مواری ورظم سو باشند 


مد 
۸ برثٹار متقا بن ۔. بردار متقابان 8ھ هر بردار عستاقن شر است وا 7 
تا داز عااوت کاو تا م۸2 جمم شدہ و حاصل صفر مپشو ف ٰ ٰ 
)١(‏ . سمٌھ+ 2ھ این بردار را مبتوان ھمجنیر:_ حاصل ضرب 


لے ۱ ۱ یح سیت .-۔ے۔ ۱ 
ظط ۹. ) ۱ 2 )2افستاو اڑائن کت ا را بصورت ذ ‏ مر پا ےج مگ نمایش میدھہك 


سم 


۰ ۹ چ ا پت 5 بکه 
۹- آفاصل ش ند سی ے فاضل هندسی ك۵ ار جچ ہر داریست ممّل ج* بطور ؛ 
و لم ۱ 
سے سے 5 لہ ج باشد . 
این بردار مساوی حاصل وم ج و بردار متقابہل 2 بودہ یعنی : 
ج- تج ۱ ےے جچہے- جج سک 
اوت او و کت و محض اختصار بصورت کر ۔ے چےے ہے تج دی می 
جےت -۔ ٹپ ہو 
چنانکە-از نقطه ‏ بردار ھای ھ ٥‏ ور ظز ں راهمسنك و ک6 رسم 
ج۔ چ-۔ جح 
کیم تفاضل 8 ئ0 بر داری ستاگ کہ آ خو|هد ہود. 
از ا نجا نتیجە میشود که شرط لازم و 5 
کافی برق نک دوہردارهمسنك ادا ا ٠‏ 


کہ تفاضلیٰ ۱ نہا بر داری مساری صافر باشد ۱ 





در بک آساوی میتوان برداری را از 
طرف بطارف دیگر برد بشرط آنکە علامت ش ہ 
آر نغباں دھند . 

_٠۷‏ قضيه شال - چنانکە سام زمرزی سرری انت حامل آ7ا 
موازی 2 محور بودہ وبعلاوہ بین اندارہ ھھْ. رابطه کا رمضيه شال معروف 
است ہرفرار میباشد 

اندازہ م<موع عذدسی بردار ھائی موازی یك محور مساری مجموع جبری 
اندازہ ھایى ھر بت از ہردار ھاست . ۱ 

چنانعه بردار ھا را طبق آ یح کہ درمورد:حاصل جمع گت شد۔دراین حان 


7 راایس ارس ہی فرار دھیمرا بطه زیر را خوإھیم داشت . 


 )۷[(‏ اھ کر مل یھ 6 وہل ہ۸ 
درمورد دو بردار ھمسو یعنی مو نک 8 ہیں ھ و ۔باشد :ہہ واضح 
ہودہ و 27 0 ھ سے 0 ظط ا تا ھ را خواہیم داشت , 
حالات ج دو بردار بحالأت فوق‌:ہر گمتہ و برای اثبات حالت کی فرعن 


میکنیم کہ قصٰ ی4 د رای ٦‏ -ے چر بردار صادق ہودہ ان برای 72 بردار اث میکنیم 


ای رابط۵  :‏ غچڑے۸ سے یر لاد۔.. ٍں طط ظھ (۳) را بات وت 
میخواھیم رابطه : رای سے را جڑ .خر ل. .+0 ۸-۱.۳ ٤ِ‏ را 
: ثادت کنیم برای کت ستگ 7 ٣را‏ از( ع () کی نمودہ 7 ک ام تن 

ا( ھ١ا‏ مععءہ] ب( وبا [ ک×ا۔ا۔ 5-۸ ھ 


بس فرمول )٢(‏ کلی ثودہ و 0 8 ھ 0 ۷ 
میتو ن١2‏ | بصورت (ریرنیزنوشت تحت 
سے ھ .] ۔ا۔ر] ...لہ ۲ 8 ۔ا۔ ظط ہ۸ یڈ 
۱ ۔ آساو بھای شند سی حبرق ۔ 5 اعداند و و پیج زوع آف ران شا 


سس 


نی و 2 ۰ت را داشته ہاشیم میتوانیم نحسکریغف وو 72 بُوسیم : 
سد ہے سے سے ۱ 
مت شی دچ جرب رح و ھا کنا 


سک نف نس 
سے و+ ےو حےە” (.. ہئ+و+ءئ) لت 
ستکی ) 60 (١‏ نج4 ھمسو . از اک پر إْ یی 1 فتن فتحا اس اود لے ھندسی : 


جج 


رٗست سب ۔ 
۰ مہتوان متحانس هر بك ار بر دارھا را 


روری شکل و ھمجنین از خاصیت ۃجانس 





وا٘ضح مسباشد : ۱ 
سی 114 ھت ال تات ش٢‏ 


-۸- 


۵ ۱ ۱ ' ۱ ۱ ۱ نے ٦‏ 
شدہ زہرا ہر دار ھای طرف دوخ سای موازری ہودہ و جنانےہ ٤‏ را بر دار بکه 


بگبریم اندازہ ھای أ نہا بترتیب ےا ےوہ ... میباشند , 
ہس اندازہ مجموع أنہا +٠٠٢‏ ے خواھد شد . 
مصادبر 


ار آھر اف ۔ خط (] وصفحہ ط کہ موازی نیستند مفروصند تصویر نقطہ 
ا۸ از ضا روی خط 12 ا صفحه | نقط٭ه '1[ محل برخورد خط مزبور با 
صفحۂ موازی ۶ کہ از ا مرور نمابد میباشد . و بہمین ترتیب تصویر ]4 روی ۶ 
محل رگورہ صفحة| با خطی مواری ج7 کہ از ]1 مرور ئمابد خوإ|ھد بود 

تصویر پٹ بردار رات کە آغاز و انجام آن تصاوبر آغاز وانجام بردار 
اول ىاشنك: 

خواص (یر راجع از نا مبباشند . 

٦ے‏ تصاویر دو بردار ھهمسنك 

روی بك خط ہا صفحه وپاروی 
خطوط وصفحات موازی بردارھای 


اگ آند ۰ 





٢‏ - تصویرمجموع ھندسی جید 
بردار مجموع ھندسی تصاویر است . شش ۸ 
اک هر بر دار مجموعغ هندسی تصاویرش روی 7 محورز ٥‏ ےر بب 0۶٥0‏ کک 
,یک اک : : 7 3 ٠‏ 
الب ہل 1 نہڈ رح یئ را بل‌شدں مبباشد مصوار روی 0 ہموازات صہ ج۵ جرابج 0 
روی 7 ہموازات صمفحه4 کیبءع| وروی :مہ ہموازات صم یج۸ < 0 خواھد 


در مو ردیکہ خط و مج ار ھم عمو 3 باشنند تصاو پر ار ۱ فا ام 1 ہیل ۱ 


پا 

۳ ۔ مختصات و پا تصاویر يك پر دار ۔۔ چنانکہ از رك نقطۂ ہ سہ. 
مخور تھ٥‏ ر و ٥ً‏ ارےءت 
کہ روی آ بردارھای 
یکه انتخاب‌شدہباشند مرور 
دھیم ھر بردار مجموع 
ھندسی عولفه اش ہودہ و 
مبتواآن ظر نرڈذاز را وسط 


اہن م۵ مقدار کاملا مشحخحص 





نمود و محاسبات روی این 
اعداد را بعوض محاسبات بڑوی ان بردار اعم داد . 


س- 


جنانکكهە 2 برداری با هو لم ھای جا و ٢‏ وھ او تی و و را خوأھیم 


ۓى“ ۰ 


ذاشت. 
7 ہہ 
۔ل۔ برداری بااندازۂ رویےی ٥ے‏ 


“۔ برداری بااندازہۂ ا روی روہ 
برداری ہااندارہً 7 روی ٥‏ 
نے 
اعداد ""م‌68ءھو/ مختصات بردار ا نامبدہ ھیشو نل : 
سے ۰ 
ور نز ذار ہہ تر فضا سة عدان کی 726 مر بوط بوذہ و تالفگی فرذس کا 
جج ۱ 
ںی۵ عددری رآ بر دار 7 را درئا با نعرب ۱ خسکی مشحخحصں س کت ٠‏ 
چدا .: جچہ: نظ 
چنانکھ ے او ار و ۶ بردار ای یکە محور ھای ۔ہ 'ىوہ'٭ہ ہاشند بردار 
سے 
بطول ٭ روی ط ‏ ہ را بصورت ے ب× وھمجنین دوہ رداردیکرروی دومحوررا ہبصورت 
جا جہ .ج 7 
تر لاو ۂ ےہ7 نمایرش دادہ سس ار نیج خواھیم جم 
جے ...جم -_.. ہہ ہہ 
ت٠ر‏ را ار . سے پر سے 


ا 
چنانکە !ےم نمایش بت بردار توسط سە عدد رسای بدستذاہ محوز ھا 


ناوات 
داشتہ ذر صوریکہ در مخاسبات برداری عملیات وروابط اسیج 29 محورھا 
۴ ٭< عملمات ڈر برڑی تصاویر - دوبرداروتصاویر ا نہارا رری سه4 محور 
جے مہ ہج ٰ 
٣‏ ٥ئ‏ ۶ بپ رو( بابردارھای بکہ 3 و روم7۶ 
۱ ہہ لس ج جے 
فرض میکنیم : سر لا بر ا لہ جز جسي 
74ر لہ پر لہج رت ان 


شرابط ھمسنتِ ہودن این دو بردار : نے سس و ٦‏ ۔۔ ٣‏ لا حم ۷ 


: ۱ و ر۷ گ +7 .ٔ 
وشرابط موازی بودن ا نہا: کے مو سو جوا مبباشند . 


بے 
مولفه ای حاصل ضرب یی وہو: ل7 مب و یبر و کے تد 
٭ چے ہت ۱ تن ا وب ےہ 
ومو لمه ھای مجموع لے ے3 ار سل رو و 7ا 7٭ و 30۔ل 3( خواھند بود . 
.ھ“م ۱ ہے مہ 
انبات ک درمورد حاصل 7 کافی ارت .. و نت را با ھم و نمودہ و 
مویت عو لوس 
از وے و۶ فاکتور بکرم 
ہک چ _ : جم 
ڈروب وص رھ س ھت تھے کے نے 
در مورد حاصل صرب در عدد مہ بہمان ٹر دب ار 7 (ہ) استفادہ کرو 
ہے ہے بجے . جہ . جچ ہ۔ 
مر( ور) سار ) یر ) ہے ( ہر جم ) سن (تھ بل + بر لے ڑ) بر سے ورم 
و پںخصوصض 7صاویر تر او متقابہل را نر ذاز ھمان تصاویر باعلامت کت مساشند 
((! کا غاؤ عناقل یہ ودارے کہے وو جا ا تب 
و در سحهہ شرابط ھمسنگی کہ عہارت ازصفر ہودن ادن اصاو پر نک سح ضا ئتةذ 
ترھورد مرازی ہو دن دوب دار لازم وکافی است 5ه سی پور ےپ بودحەو ار 
ا نجا شرابط بالا ہدست خواھند آمد. 
6و -- دوی ریم۵ و یی - دراغب موارد محور ھای مخمرصاأات را قائم و واحد 


را روی! نہ بپ اختیارمہ لیم وی بعضی اوقات لازمست کەہ حہت محورھ] ژاشحیّػث 


-١١۹- 
بہم نیز بررسی نمائیم.‎ 


نہا 3ھ رتہب معببی 
رارگرفتہ آئد دارای با سو میباشند چنانکہ بتوان ہا بل انتقال پکی را بردیگری 


منطبق نمود . این انطباق باید طوری ہاشد کە پالہای ہم اسم روی ھم راقع شوند . 


ہم دو سه وجہی فقائم ع بد ٥وج‏ اوج ّ0 کہ بالہای ا 


اذ این تعریف فانون زیر نتیچە میشود : 

دو سه وجہی دارای یت سو پا سوہای مخالفند بر حسب ا نک تا حجےہ 
بی دد پی زوی دو پال م ربوط ٥'٥‏ پاپسند بطررقمکہ جہت این اسه ھا از ہا 
سیت سر ار ار گومرعاقال می ری وی ے٥8‏ وئْھ او 'ە را دريك سمت بادر 
سمتہای مخالف‌ھم ببیند ویا غیت ا نکە درصفحات نو٥‏ واوٴ٭'ں زو بای هر بوطه 
(۶٥و٥٥)‏ و( وو ٴ٭') دارای یك سو ویا بہاسوھای مخالف مائمند. 

سوی چرمحش درحول ہرمحور مل 12 را میتوان باسوی سە وجہی مقایےے 
کگووسیر ڑھے کو اکر ہش پر روی این محور طوری بایستدکە جہت محوراز 
پا بسمت سرقرارگرفتہ ونیز چون ازداخل سە وجہی زوایای آ نرا نگاءکند چنانکہ 
سوی دورانراھمان سوی زوایای (و٥د٥)‏ ویا(ەرو٥)ویا(عء٥و٥)‏ بیند 
ن دو را ہمسو وگرنہ با سوہای مخالف ہم نامند. ٰ 

وبالاخرہ میتوان ھرسە وجہی را با سه وجہی قائمی مقایسە کرد بدین ترتیب 
کہ ا را ھمسو پا ہباسو ھای مخالف نامند ہر حجسب 01 بینندۂ کک نی دی بی 
زوایلی دو سە وجہی غیر مشخص ۔ وعر! و قائمء وءہ را از داخل آنہا نگاء کند 
سوی زوأبای (و٥٭ہر‏ <٥)و(ءەرو‏ ں٥‏ )ر(:ء۔مہ ۰ھ را ھمان سوی زوایبای 
(باەوم8٥۵)‏ و (ےك اور !)رز (ر'٥رء‏ ') وبامطابن سوی مخالف 1 ببیماں . 

٦-۔‏ قثضاق راستا دار ۔ برای مقایسه دو سه وجہی و تا نسیت ہھم 
میتوان آ 3 میکسا سه وجہی سوم ] مفاہسہ کر ۱ چنانکہ ٦ر‏ [اھمسوی 


سہ وجہی 1 وبا | نکه ھردوبا سوی مخالف 1 باشند نسبت بہم ھمسو خواعندبود 


١. 

و فمحنین اُست در موزرد دوران درحول بت محور . 

چنانکه: بك سه وحجہی در فا اقخات: کر دہ نات بظور بک ستھات 
00000[ عای دنگر را مقایسه کنند گویندکە فضا زا راستا دارکردہ ائد . 

خر سای رز امٹادار ھر سەہ وجہی را کە عمسوی سہە وجہی مقابسه 1 
باشد مستقیم پا منبت وکرنہ ەمکو س با منغی گویند و ھمحین است برای چرحش 
در حول يٹ محور . ٰ 

وُر اع کتا بہای هندسه ومکانیگ سە وجہی مقابسه را طوری انتخاب 09 
ک ہرای بیننده٥‏ ک رریٰ محوں ٥‏ فرار تید مجور ء٥‏ در سمت چپ ومحور 6ن 


طرف:راست او باشد و یا 
مم ۸م 
ا نکە دوران در صفحہ از 
چپ براست وہاسوی عقربھ 





درنجوم و فِزیك معمولا ۱ 311 
سوی عکس سوی مزبور را 
انتخاب میکنند یعنی از 
راست بنچپ ان سو سوی 


دورأن‌زمین نسہت بمحوری 





کا کر انت 
اشک مباشد و ۱ ۳- ٢‏ 

۷۔ تغریف ۔ حاصل ضرب داخلی دو بردار> درم عددی مساوی حاصل 
ضرب اندازہ ھای ۱ نہ ذر جیب تمام راونه دو محوربکہ کاو ا قستیں مس.اشد : 


پت و وائ) وم ےو 


ے٣‏ نے 
علامت خاصل ضرب داخلی ھمان علامت حاصل ضرب معمولی عیبائمد. 


طبق ایر تعریف مقدار حاصل ضرب داخلی بستگی بسوی مثبتی که روی 


حامل بر دار ھا انتنخاب کردہ ایم ند |رد دا چنا سے سوی اج سے را بای ےھ مث 
یر ۱ ٠‏ 7 وت ۱ ۱ . ْ 
بگیریم اندارۂً ج لغبہر علامت دآدہ ولٰیھمجنین ہب تمام زاوبه ظم چجوںتب بل 75 
برزاویهہ آفزودہ شدہ اش نغبیر علامت خواھد داد ۱ 

میدانیم کہ حاصل ضرب ے در 8ؾەہ زاوبہ مساوی تصویرم روی وو بودہ و 


ھمجنین آست برای 2 سن را نجا میتوان حاصل ضرب داخلی را 27 ازدوصورت 





ے ےت ہے ےت یت 

چنانکہ سوی جو سے وپ راسوی بردار ھا انتخاب کنیم اندارۂ آ ہا اعداد 
مثبتی مساوی قدرمطلقمشان دہ ودرنتیجہ زاویہ ( ےئ و ٴء) ھمان زاویە بردارھا_ 
([غ رج تیور تَا مترآنکٹےھ کہ عاملق کر داھانی درب تار میاری عحاصل 
ضرب قدر مطلقشان درجیب تمام زاو یہ بینشان بی : ٰ 


جےہ جہ جج 7 ج۔ جم 
مر ار 0۳۲ 


سے گے مبباشد . 
ازعبارت ووق نتيعجحه مبشود ۲ حاسل صرب داخلی دوبردار مثٗبت ؛ صفر وبا 





منفی است ہرحسب آ نکە زاویه بین دو بردار حادہ قائمہ ویا منفرجه ہاشد . 
۸۔ خواص حاصل ضرب داخلی ۔ توسط بستگی ھای زیر که در آ نہا 
وب اعداد نے رتا میہاشند خلاصه میشوند : 
رھ )۷( 
ری کاو اھ مر اکر ئا آ7ا 
یو کی کی و ا رک (ہ) 
ھمحنین میتوان این وی ھارا بصٗورت کلی تر مت : 
رید اوھ ام (س تح فوھ2) (۹۰) 
ےا اوت 7 تھے 


اتا 
علامات سلپ و 4 تر 7 روا؛ بط داع و لازم ب۵ اوھ نمیہاشند 
انبات ۔ بستک ى (۷) ہچ تعریف حاصل ضرت روشن میباشد دمرودیکی 
)۸( بابد .-ت- ہود ک۸ اندازۂے۔ ھ2 مساویہ۔ ے ‏ ودہ وطمق تعریف حاسلضربداخلی 
ک٦‏ کے و وت ج ٠‏ عإاست ۱ ۱ 
(ح ماوع یں ۶(3 ).(.ھ) سے( ٠و).(ہ,ع)خواھدشد‏ 
و بالاخرہ ہرای اثبات بستگی (۹) میدانیم کە طرف اول معادله حاصل ضرب 
لت ٰ۰ , پچ و سید 1 ا ٠‏ ۱ 
اندازۂ مہ روی<ٰدر تصوبر ء +2 روی ھمین محور میباشد ولی این تصویر 
مساوی محموع تصاویر و اندازهۂُ ان مساری مجموح اندازہ ھای ۱ نہ اث !اس : 
٤‏ تصویر ے ۔ا تس تصویر مج سد( تصویرے ۔لہ تصویر )ےے س (ے۔ل 6) تصور.ہ 
۹ ۔ حالات مخصو ص ۔ خواص زیر طبرق نعر یف واضح بودہ و درموارد 
ہسیاری ہکار مبروند . 
شرط لازم وکائی برای انکكهہ حاصل ضصرب داخلیٰ دو بردار صفر باغدا نسنکہ 
یی ار بر دارھا صفر بودہ 7 ۱ نکہ دو بردار برھم عمود باشت:, 
حاصل صرب داخلی بت بردار در خودش ماوق محدور قدر مطلقش وبا 


ہے چہ۔ہ 


ہمچھے ۰ ۲ 











٭|بعت 
مساوی مجذور انداز, اش مساشد . نے 
۳*۰ سو داحای پر سس آصاویر ۔ سہ محورقائم ٥ٴر‏ و٥‏ ر ء٥‏ 
۔شیت 
و بردارھای بکه ٢و‏ کر و 2 با اولٰہای مساوی روی آئ گرفتہ نتایج زیر را برای 


حاصل ضر بہای این بردارھا خواھیم داشت . 


جے مج جمے مس جے مج 


۹٦‏ سس 4 رز کر آج ای ۰ کی مک وہ یں کپ 
ہج وت >> سے لہ 
ه سے ٭ى ۔ يمر۶ ہے 6ؤ . کی تج و 


جہ 
در نٹ ۱ جنانکہ دوبردار ان و رج ہا تصاویر )7 و ٢و‏ َ0( و‌‌ )ا و الاو ہا 


فرض کنیم رخانک 7 ظبق سشزر(وا )١‏ درہم ضرب امائیم چئین خوأہیم ںا 
جس ۔ 
رو رو و و کر و افج ج 
گا ای اتی تا 


۲ بعصوٍضص محدور ىك بردار مساوی جو ح محدورات مولمفہ ھایش مساشد 


۱ ا 
27ہ ۷ح کڑے '() 

ھمجنین میتوان گفت کہ اندارۂٔ تصویرقائم بلگ بر دار 2 رری محوریمساری 
حاصل ضرب داخلی اوت ذاآن کن پر داز بکہ محور میباشد . 

و کون تصاویر کل و لا و ط بردار 2 روی محزر ھای مختصات بترتیب 
مساوی وک ر۰ کے لا و سے خواھند ٠‏ 

۱ ہدھوارٹ استعمال ۔ درمثلث ‏ ھ۸ کہ اضلاع آنرا بترتیب و ےوہ 
میگبریم تی برداری وحم مج 0م متا میتوآن نوشت ۱ ٰ 
وچنانکه آنرا مجذورکیم : 6۸. 6۵ ۲ --"(2ج) نل (ھج )سے '(ڑھ) 

مقادیر )۸ (دم) و‌ )6۸) بترلیب ھساوی ٥‏ ەو ۲ ەر ×ھ بودہ 
وہرای محاسبہ ۸ 8.۷ سوی مثبترا سویھمین بردارھا انتخاب کردہ ودرنتیجہ 
اندازۂ آ نہام و ے خواہند شد . پس از آٌنجا بستگی مثلثاتی زبر را خواہیم داشت 

وت ٢-۔‏ ٢ى‏ لہ ٢ی‏ د ٣ے‏ 

ھمحنین میتوان دستور ھای مثلثات مسطحہ و کروی را از راہ حاصل ضرب 
داخلی بدست - ۱ ٣‏ ٰ 
حاصمولں ضرب خارجی یا بدرت‌اری 

۴۳۔ تعر یف _ چنانکە دو بردار ہو در فضای راستا داری دادہ شدہ 
ال ضف اظرت خارجی باہر داری! نا ردان 2 امت کہ راتعق ط زیرتعیین شود 

-١‏ امتداد أن عمود بصفحہ ۰ھ 


تا انت 
بردارھای هو کہ ات 


ےسری ارت طزرع است 7 
ج جس جم ۱ 
که سە وجہی (درو۶2وء) ؛ 





مقاسه بات ۱ ۱ ش ۱‌ 


بات 
٣‏ _ قدرمطلق آغ مساوی سطح متؤازی الاضلاعی است که از دو بردار فوق 
عا نک دو بردار موازی راف بنا بر تعررف حاصاضرب! نہا ججرانت : 
میدائیم که اندازہ سطح منوازی الاضلاع مساوی حاصل ضرب قدر مطلقہای 
وج است در قدر مطلق ہب زاویه سنشان . 
سے ےج -. جم ہو لہ 
حاصل ضصرب خارجی را با علامت 20 ۸ سے رز نمایش و مھ 
۴۔ خواص حاصل ضرب خادجی ۔۔ خواص حاصل ضرب برداری با 
فرمولہای ریر خعالاصۂ میشو ند ؛ 
تا ےا ات )۱١(‏ 
رت وک یت اھر وا ()٦۲()‏ 
جے جےہ مج جچےہ چم ہہ اوہ ۱ 
۱ ص۸ +۸۶7 حد(+ھ ۸۹ہ ۱۳( 
و ہا بطور کلی : 
عولت سس .ےہ ج۔ 
او اوت وا الات ہو سو رتا )۱٤(‏ 
اہ سے اش یس سا م ہس ۱ ۱ 
7 5ے یپینتا ”6 جے اون 
عست وت ۱ ہہ ١‏ 
ہیا 5۸25 آ ےب تا میں 
تو9 بل چمین حاصل صرب بايك مکان ھر عامل را حفظط کرد ۰ 


و ہالاخرہ برای أ نکە حاصل ضرب خارجی دو بردار صفر باشد لازم و کافی 
أآست کے 62 از عوامل صفر و ہا ۱ نکہ دو بردار موازی باشند : 
لات ت7 اق 

۱ - ج یہ جج 

خواه . سے بے دوبا. سے کر وبا کی ,رپ است 

۴ البات ۔ ذ2 ات 5 ۱( امتداد رتاوت حاصل صرب و ھمحئین قدر 
مطلق ان در دو طرف با عم مساوی ولی سوی بردارھا باھم مخالفند.. 
٢( 427‏ 5 ارحت قدر مطلق واأضح ہو نہ کر کان اضلاع بت متواری 


سے یر 


الاضلاع را بترتیب درم و ہو ضرب نمائیم قدر مطلق سطاح أن در نوع ضرب میشود 


۷ 
امتداد حاصل صرب عم نبہر کس کت وفقط سڑی ۱ نر ہیں ہررسی نمود د‌ چون 
درحالات تاکن ان ٹرر سی را ہنمائیم خواھیم ح نل کہ دڑ بردار شمسڑ ھیباشند : 
برای الیات تی (۱۳) از قصٴۂ رن اَتتفَافَہْ 3ھ 2 
90 جب 
9صر44 ے حاصل تقت خارجی بردار ےہ تر بر دار _ مساری حاصل سرب 
7 جس ہہ 
سر کی بے گر نصویر قاہم 83 روی صۂٌحہ عُمود ر4 ج مسباشد, 
‫٠ -.‏ سے ۰ 
2 را تصویر ھی روری صفحة (۵) عمود ب4 کے فذرض کردہ رسکی 
سے لت ۔ موساہ ‏ جات سے 
ھ۸ عےے- 5 ۸ ج را ثابت میکیم . 
حا ہہ 3 سم 
صسمھحۂ دو بردار ہو 54 عغمود به (ۂھ) بودہ و شامل 6ٰ٤‏ صسباشد . اجک سج 
+. . ۔م۔۔ 
دو حاصل ضرب کے ۸ ہ 
چسسہ س-۔ و 
و 6 7۸ دارای بنتا 
امتداد مشترك و یك قدر 
مطلن مماشند ٠‏ ھمحین 





بینندۂ کہ روی 7 7 
قرار گیبرد زوایای : 
وسودی ول یج )را 
ھمسو میبیند . از عارفی میتوان 
حاصلضرب ٭ ۸ ء راباینطریق 
بدست أ ورد : 

درصفحہ (۸) بردار *2 را 


باندازۂ 20 قائمہ در حہیت شبت 





دوران دادہ و بعفل [ندارہ ۱ نر 23 





اود 


ضرب نمائیم . 


وحداتی ۔ تحلیلی ٢‏ 


س۷۸ 
۱ ْ ۱ ۔ ء۶ وو ۰ ۰ 
حال برای اہات ریت (۱۳)ء 3أ را روری حدمحجة عموت ب4 ے .تصویبرنمودہ 
چج- ہل و ہس 7 . کا ا و 
تصویر حاصل جمع جم سل کے ہردار ٥‏ لہ 5٦‏ خواهھد سہل.. رٗ پر جشسب ۱ ایج کنتم 
جے ہوم سوہ بل : مت نے ہرس ہوم 
خواھیم داشت ۶ر دحھ۸/ہ ص۸۰ ھ س٠‏ مہ 
عو سس پر وت جس جچہہ سج 
لو ای ا۸ ما رر کت 
٦ک‏ : ۱ ا ا 
حال برای ہدست ا وردن حاصل ضربہای طرف دوم کافی است کہ ٹک و 
: ,۰ 1 ۱ ۱ جو 
و 00 را ماگ زاویہه قائمه دوران دآادہ و بعک ۱ نہ را سرب در فدر مطلق ج 
۰ : کت ا ےت رر ا : 7 :۰ : 
بنمائیم ولٰی 2 ازدوران ( ۰ لہ ٰ4 ا فعار متواری الاضلاع دودہ ویس ار دورآن 
جے ضصرب نمودن ا در معقدار معیی قط ر عمتوازی سس رن گی کہ لیف 
سم سد مراخسے ورس 
ھ9 مس ۱ 
21ک یر کس اید یف 
سا کت جن لآ ہج ہے و 
کاو و وت جس ظا رن 
و در سح لئ (۱۳) ثانت 0 ۱ 


و٥‎ × ۔ ٹاو نر حاصل قر بپ بر ذاری چجنانکہ سہ ڑج بی قائم ع و‎ ٥۵ 


جےہ ٰٛچے 
_دارھایى یکە >) 7او ركو ھ7 امھ مسررتقن ا ن بکرم ستت اف 
جےہ پڑہمہ سس سج م٭صدہ 
7 سم ۸۶ / ۴ ہ ہس ٭ 7۸ 
جے جہہ ہہ جس 
ہر سے ۶/۸ سد اك و 
نے ہے ہہ - 
رتو جو 3 2 


ان بردار ھای کہ ہر قرار وک ۱ 
نا کے سا یں نے ا ا و کک ا ک 
ہت إ سوہے لہ جج ار ے رھ بت ۴ ا ر ۱۲ ذرض سی ین 


استفادہ 0 فُرھمول ()١٤(‏ خواھیم ڈذاشگشت : 


حجت چس جا ج_۔ ہے ہہ 
و ام وو رام یں 
سے ج۔ 

7ی رچوچت جیی یی ری ری بے رر ارس لے 


ہراتزھای طرف درم ہنتکی تصاویر حاصلضرب رری محورھا (ودہ ٠‏ 


کی 

ذ بدہ ھیشود خواضش حاصل ضرب خارجی ار روی آصاویں أ ن. ٹیر وا مہتاشنلہ. 

اث ہے بر ذدار ڈر 6< راستا دذار ےہ صذحۂ راستا دار ون اآشیتث کہ 23 
ان سوّی دور ان زو(ہا معین شدہ باشد . بات چنین صفحه فسًار(| بدو ناحہہ مثبت و 
منفی تقسیم .0 ناحيه بت ناحبه اعت کہ 7 ں جرت چرخش یہ مثبت و 
ناحبه ڈانگی نمی مماشد : 

دع ٠‏ ۱ ۱ پک 

نرڈار 9( ۸ راک عموت ب ر ۵رح اش ع موت هستقیم پر صفقحھ نامنتد جنانکهہ 
امتداد ان در ناحہہ مت ص<۵ باشد ٠ ٠‏ 
( 1۶ و9٭1 ) مساوی ٌٗ٘۔ ۔ا۔ باشد . 


مہ ہج جے ہہ ےس 
جنانگه ٤و‏ و ہںدارھای بکہ اہن محورھاباشند سەوجہی ( 4 و و ٤‏ ( 


: . ج .ہہ .ہہ جج ہج" 8 
قائم وحسھیم و تہ وروابئط:ٍ مم سو ھر کک می لے را بانأ نہا خواھیم داشت 


بر ہی -.-7٦‏ 
چنانکه دو بردار ہورور رادر ان صقحۂ فرض کلیم حاصسل رب خارجی 





ہم : ج۔۔ سم 
ات عموٹد ب4 ان در امتداد کے بودہ و اندازہ ائررئی محورڑ جج 0 7 بردار بکه 
مج مم 5 
اکر برحسب تصاویر ىر پر سان دو بردار نسبت ہدو محور یہ و و مو واقع 
در صفحه چنن خواھد شد ےر سح( ۸ے) اندازہ 
سر 0 ث 
وچون راریە بن دو ت.- : 
ضس ھ۔ 
7 کر 8 
بردار رم فرض کنیم جن جک 
٦‏ 
خوأھیم اہی ١‏ 
ن 
ج _ ہہ :۰ : 
مو ہو تہ کم سی 


۰ رھ .کے سحد 





جنانکہ صففحہ ر استا 
دار نہاشد وط قدرمطلن حتاصل صرب را ممتوان ڈاشتک 


زی ۰ ۰ 
ك۷ ۔ ہستگی لا گر انز - برای ییداکردن این ہبستلی ازراہ برداری مجذور 


+008 


حاصل ضرب خارجی دو پردار را حساب میکلیم:۔ 
و وت ۲ھ 0 
0(۰ مه ود ک 


ى داخل برانتز طرف دوخ معارله حتاصل صرب ب داخلی 2747 بش پیم 


رطوربکہ پت وا ۲ انت 020 ات ا 
میشود . جنانزککہ تصاویر بر دار ھارا بترتیب ےکک وج تترتت 
بکیزم معادلہ عون ہر کا رھ وت6 اکر ان وو است در میا ید 
جج جو ںں۔ ورو×۔۔ عری).۔ رھ-ھ2+) 
٢رسر‏ جو وج رج - روہ ۳ ۷) و لہ ٢‏ ۔لہ ڑ) سہ 
0۲ مح٥اط‏ حاصلضرب مختلط سە بردار و رو متا 


لہ 
) ء2 65۸ دیس ى ممامشّد . این حاصل ضر ب رك اسکالر بودہ و مقدار آوتے ور شخسب 

جچے ۔جچے ہل 7 ۔ 
٣‏ و )و ( لاو ٣4و‏ ہا 


تصاویر بردارھاکہ بٹثر نیب برای ىإٴڑ ھھ ودء مقادیر ( لو راد( 


و گا یہ آے -ے 0 ۲وزہی . 


و('٭والائو 'ھ) بگیریم چنین میشود : 


۱ 8927 ہو-۴1 
تصاویر ے۔ ۸ کک و وک و 
کپ -۔ ا لے 
و در ٹیجہ : ]ا ۔۔'" 2/ٰ) 1ے انام 
( ےھ 7ہ بت ۶ ُ5 )ہ۔-۔() کر ہے 9ب5 ٣٤و‏ ) ٢‏ ۔لہ 
الا ٢‏ ےھ 
جو ۳ ڑا مامد 


چنانکہ می ایم طار ف دوم تی سط دہر مینان 
2 لغ و 


ار طارقثی حاصل ضرب یت اتا نمایش حجم متواری السطوحی کہ رری سه 


۱ : 8 جچہ مہ 
بردار ساخته سّدہ باند نیز میدھظث را ؤدر مطلق ٌ ۸ ظ۸ مساری سطح متواری - 
الاضلاعی کہ روی ڈو بردارساخته ۱ 
ھبشود بودہ و درو سشبحۂ حاصل 
ضصرب مختاط نمایش حاصل ضصرب 


-٭۔ہ ہہ 
اہن سطح در تصویرے ڑوگاء َ2 





ھ80 
۱ ۱ عوسے ج۔ 
یعنی تصویرے زوی عمود پصفحہ بر و ح ٠‏ مبدھف ۔علامت این‌حجم +- یا ۔-- اسٹت 


پر کسی انکە این سه بردار تشکیل نائ سس وژجہی مستقیم یا مہ نوس را بدھظید ۔ 


گنی 


۹ث ذو ای نت بہحث إزاندازۂُ چندیہای ھندہ 7 خط سطح حجم ا[ 
کا اتا پا سروکار داریم و بین ا تھا روابطی مینویسیم مینمائیم . البته انتخاب پاک 
وراحد طول کہ از آن تمام واحد ھای دیگر نب۵ میشوند لازم خواھد بود . این 
واحد در محاسہات عددی متر _ سانتیمتر و یا واحد دیگر و در موضوعات نظری 
انتخاب ان لازم نبودہ ودر ھمین مورد است کهە اصل 0 دخالت مہنمابد . 

مید| یم چتانکہ اك تر اافرالیا بَارَو رَكَت فان تار + تا اندازہ 1+9" یم 


چنانکہ سم خر وہے 5 باشد اندازەھای مر بوؤ ط۵ تہ و 7 ں جندی ٦‏ مکی 


۱ سب خواعد بود,‎ ٦ 
07 حال فرض کنیم کہ بین اندازہ ھاىی طولہای مختلف یك شکل رابطہ کہ‎ ْ 
. بانتتخاب واحد نداشته باشد نوشته ہاشیم‎ 

طبق قضيه بالااین اندازەھا باتقریب یاثضریب معلوم بودہ زیرا| چنانکە واحد 
را تۂ نغییر دھیم تمام اندازہ ھا در یلگ عدد ضرب میشوند از ٢‏ نجا نتیجه میشودر ےہ 
چنانکہ 7 سے (م ا ب6 ھ,٭* )گر )١١(‏ بین این ا[ندازہ ھا ہرفرار 
باشد این ہستگی چنانکە ے٤‏ 'ء... را در ضرہبی ضربکنیم تغیبری نخواہد کرد 
چنن 7 را ھمکن نامیم 

چنانکە موقعی:مام مفروضات ازبہك نوع نباشند انتخاب یواحد طول اجباری 
ہودہ ولی چنانحه محاسبه را با مفروضات ھمکن شروع نمودہ و در حین عمل 
بیك معادله غبر ہمکن ہر بخوریم گا اشتباھی رخ دادہ است . 

بای ادا و شد کە جہت برا ورد درجہ ھمگنی ہاگ سح از درجد ٢‏ ِا 


5ے 


7 ۰ وی ہی ہے و ہس ۔ ۰ . فا ' 
حم ار دذدرح<ه 8 ھ‌ ما طط مثلنانیٰ و زاوبه ڈو س از درحه صفر میباشند 
در مورد هر وضات می تلم - ظ مه سن ایت را رط را ھمکن نمود 


مثلا معادلہ (ھ٥)‏ را غبر ھمگن فرض نمودہ چٹانکه واحدرا تیر دھیم رء را 





'ٴ 2 ٤ 9 7-2 ٠‏ ‌ ل و 
إندارہ واحد قہلی اسحدمت بو[حد حف یں بکیریم اندارہ ھای اھ . بصورت : 
ے ے تح ہے او ار ہز ا دو جر نتجه رابطه (ك١)‏ بصوؤورت : ٰ 
ہ سے ( ك0 کی رک اگر ()١٦(‏ ےہ ست ۸م امھا... 7/۴/۸ اس ھمگن 

72 اہی ۱ 


ات رز ا و۵ ۱ 
ْ ِ_‪ مشتقی هفندسی 

۰ مشتق پٹ ر دارہ کت 9ت بمتغیر س 0ھ ےاوف 3ر 
اَل 3ر3ت ھی سف ئک رن نا ان انت ا 
حیت اعَتَذَاذ سو و قدر مطلق معاوم اد ۱ فسابای مر دو ط یحجد و سان چنین 
ہردار ھا نظبر قضاپای مر بوطه توابع معمولی 7 و البته تصاویر چنین بردار ہم 


تو می از گر مسباشند ۱ 


ٹاک از نقطۂ 0 ؤفئ ا بردار ھائی ھشمسنلكِ ہر بت از ہر دار ھای ) گ7 ) ىإٴ مروز 
دظیم با تقر گ4 انتہای ١ِ‏ ۱ نہ همنٰحجی در فیا ھموسوخغ ں۵ ھودو راف با اندیکاٹریس 
رسم مینمابد / ابن منحبی نمایش تحھرات قاہم برداری زا دادہ زیرعکن متوان ھر 
منحنی زا نمایش ں ظیدہ تغمرات ون نا سم ہز واریق لسر 


بردار ڑے ) رو ریپکی از مقادہرء را فرض نمودم حد نسبت : 
خات وت 
کت ِ ۱ : : ا ٦‏ - 
ماع و وقتمکھ ر سمت ے میلکند (اگراین حدوجود داشتہ باشد) 


۲ 2 رر وچ ۰ ۱ ۰ 
متَعَقٰ بردار ) 7 ۲ .- باراء وص کو نامند . 
۱ ے ۱ ۱ ۱ وہ یی 
اکن برداری نات باششد مسق ان صەر 2.7 ا رمتن هندسی 7 بر دار 


همده صفز باشد ان بردار اہت است . 


-٣۴۔‏ 
مشنتقی 2 ۱ > ِسکا رن بودہ و ہمان علامت و ۱ 


برای نمایش دادن ان بکار کی 





۸ را نقطه کر روط مار پر مممو زوی 
7-۔ افکرۂ ۸9 ڑ در روی ان می مبداء ش٢‏ ا 


مثلا 1 وسوئٹی ای و حدہسش ردری 1 0 انتنخاب ج بطوریکہ بازاء تر نقطہ سی 


بج عدد کہ [ندازہ وس 11 ۶ است باعلامت ان‌داشتہ ہاشیم : الٰہتہ 1 - متتی 


ے-۔ سم جم 
: : ! ۱ ہے لا ا ت721 
بمقدار م> دامٌته و راربطله فوںق را میتوان جمین نوست : وس 7.29 5[ ٔ رھ 
جا چس 





امتداد و و چنانکە رو دی ان بردار 9( تو تر 





جہ ج+_ 
8۴ ل۰ل (ھاتہے(2اھ 
7و ا حا 7929-3 
[ای- ۱۴1 ...۸0 نے 
ھی کر ا ار ار یو 


ج-۔۔ . پ ‏ عم 
نو مه ھیشوٹد : سوی رح ار ۸ رسسسمھست ۷ 5 ارعیسن ۱ اعد پر جا سس ۱ زرےکگےگےہ )رس ۱ .- 
0-270 5 رسک از ۷( 7 با نت 


جنانکہ پر سمتٍٔ| مل کند ]۷إ سمت ۸۸م مبل کے ۹ و جوںن صورت و 20-5 نت 
سبہت : ۷ود و مل تی ھم غاحمعت اك جس حا آ0 1 حد سہث وئْر فو شس 


وت و ٰ 


7 ری ہہ (7)ہے۔۔ 7 
سوی گی سوی 7 وسہای ضصعودی دودہ و ححیں نٹب جرد و 7 سو تو مسق ےچ سیپس 
8 ۲ 





جا 


٠‏ 7 ات لہ ا سس أٴ* : جرجرک ہج یپ و بس گے 
بە, خواهد شد بس مشتق ھندسی را میتوان چنین وق تتے/ہ 





بعلی مشتی ھمدسی بر داریست کہ امتداد ان مماس پر ھودوگراف ڈ‌ سوی 
03 : ۶۷ 999 9و ْ 
ان سوی ڈوسہای صہھو دی گ4 اندازہ 2)0 7 سیت : 

۱ ہد محا یرم4 مشنلق ظنٰد سی بد مشتق ھندسی کہ ہاین پر نب نھر رکف میکنیم 
نظیر متتق تو ×2 جبمری ی با ٦‏ رگ مقدار یر منغبر معیں ہو ذہ ولٰی چنا کک این مق 
را باراء مقمادیر مختلف و حساب کیم مبتوان 1 نر بنوہہ خحود تابعھی ار 7 دائستہ و 
ثسبت باین توابع مبتوآن مشتھفی کہ مشثتق دوع بر دار اأول نامدہ میشوں تعریف کرد 

فوانین محاسمه تَتمفسن ھمان قوا: ا توا, ت معمولٰی بودہ 7 نہا راہوسیلہ 
دسنور ھاىی رہر که بحای مسىس علامت دیفرا سیل بکار بر دہ ایم خلاصہ کردہ اہم . 

۱ ج۔ ج۔ طس و ہہ 
رماع ات ا 
ج- کت - 
ینف ےل انج 
7 سا وس کو سے مت و 
٠‏ لے گ٠.‏ یگ سے ) 7 
ےہ چے۔ مہہ ٣‏ 
7“ھ"" سرع ہے رس مہ 7 

اثبات 1 نہ سم بادات دیفرانسیل ھای توابع معمولٰی بودەو درمورد حاصل 

ضرب خارجی باید مر تب ھر عامل را در مشتق حفظ 1 جک 
ہ۔- 


۴۲۔ تصا ور مشتق ھندسی ۔ جنانکہ (صر)س رااندازہ تصویربردار(2)ے 


روی محوری با بردار ؛: ۹ ںپ فرص نیم خواھیم داشت : (2 )ےہ .و ع(زي7)م 


2 : ا ٌ : 1 سے 7 7 
.۔_. ا ۱ ۱ غ : 
وھ و یج جح سی ا خواھند شد و از آنجا نتیجه میشود کە : مشتقات 


متوالی تصویر بت بردار رری ان محور تصاویر شعتقات ھندسی ان بردارند . 


ای فی سج 
از یه فوق نتیجه میشود کہ چنانجه تصاویر بردار ے رارری سە محور 


تق ات 
29 0 


ہا بردار ہای یکھ ےر مم بترتیب "2 ؛ 2 بگیریم و همانطورکە سار قگفتیم 
۰ -- حوت جے .0.0 73 7 
ج2 را بصورت : 2 / سل سی کے ۸۲ہ ہے ۹ہ د2 و یم میتوائیم ھمسشی ارول 
سم مد چے . ہہ جوم 7رر ۱ : 
۱ نر رصورب 4 پر ہل و ہل س 'ڑ ہے 'پ ابر موم ڈ5 شممحجیں ٰسہت 
برای مشتقات متوالی ان بردار . 

بخش دوم 

محتصات 

ات مخحاصہات قالم - ذر صمح راستا دار دو محور قائم جچ‌0, 0 را کہ 
نہ ہ- 

با فا ا و وفع باعتك فرص میکنیم ...ھ2 3 زا بر دار ھای 3 یا نہ 


گرفتہ میدائیم کہ مختصات ‏ نقطہ ,رب( تصاویر بر۵ ار اتا 7 بودہ و تی : 


عو سوسمیت اس ٌ 5 ١‏ 

مر سل۔ جج ےه )۸م( () لن 5 برڈار ار تمہ سہل . 
چ ت سے 

مین میتوان 18 : ہ را سحاصل ضر بپ داخلی ۳7 0 در .ْ و کرو 


7 


سی لت و ےت 
ڑا طول و را عرصضص وھردورا مختصات 
کار تزین نقطه ۸ باقتھ.. 


سے وب 
اک بردار ظط ھ ‏ وسط بردارھای ھ 0 





- 1 ۲ : 2 ٤ 
وج می دادعا اما ہہ‎ 
۷ 4ھ لت نا تام‎ ۱ 
بعنی (ھ+(-)ھ۸ھ و (ھ,ھ) ٹا مطلوم: س‎ 
جع یب ج‎ 


عبت و : 
ہے (ی۔-۔مھ)دء(ے۔ھ)-صھ١-‏ صط سے جا ۸ھ 
اھ مھا تر مہ و سز اتی رس 0ی کو اتوہ٠‏ 
دو نقطہ الاو ]۶ کہ دارای زا ٭ختمات سے سے بن و پ سو با شند برھم 


7 ,2 نہ وبردار ک۸ دارای ؛ با تصاویر با ند فعَط ھمسنات خواھند 


: 


منطبق بودہ و 


ا ا ہت 
ہود نی نقطہ عماغان درصح٥‏ غبر مشخص مساشد ۱ 
۴ ۔ مختصات قالم در فضا ۔ سەه محور کہ با ھم :شکیل يك سە وجہی 


0 5 1 سے 
فا ہم رإ بدھمٰد فرص کردہ سوی ۱ نرأ سری مسقیم لیر ام س4 بردار ینہ : 


بے چہم چس ک ۰ 7 
٠‏ و رر باطولہای مساوی روی! نہاگرفتۂ مختصات نقطه پر تصاویر (یرو,ج) 
02-0-. × وس لے وحرت 
بردار ى۸ ہ خوأھند بود بطاوریکہ سی ٠‏ کر . ج۔اہ بر پو ہے . س سمًہ ]1 0 
جن جم ہہ رہ نے توم 
ھمجنین میتوآن نوشت : ۶۸ ۰ ١ہ‏ حھ ؛ .]0وب ۰۱ل( 0 -م 


وس ہے : 1 ه٠‏ 
٣‏ اکر بردار ق8كؤٰ۸ نو سط مختصات اغازش ( ےب ), و مختصات انجامش 
: 1ے سس سس سے نیوشس ۰ 
ڑ۔رتی ہی معین باشدبستہمی ‏ ن۔۔ جز ن تس (م برفراربودەوازانجا: 
ہو ٰ 
تصاویر 8م بتقرتیب (ے۔- )و (ت- )و 8١‏ ے) خوآھند بود. 
۴٥۵‏ فاصله دو قطہ در صفحه ب بردار ے و تصاویر قائم ان و ىرا 
فرض کرو میدانیم کہ محدور طول 202 مساوی حاصل 'صرب داخلی ان درخودش 
پت ج ہم 
ھیشود : "و ۔د ہر سے جم سے یپ . سے سے ؟] 
۱ ہا ےس ۱ 2" 
ازا نا نسجۂة میشود کہ چنانحہ نر دار ۸1 توسطمختصات أ غازش 5۵۱ ۱ )۵۱ھ 
و انجامش ) 1 ٦ے‏ ا 1ڑ معلوم باشد محدور فاعہ ذو زط۵ 4وت 


مم سے سے 


سا 
.ڑم ھ2 )بل (م۔ ُم) ے ۸ھ .۸8 سے زم خواھد سد 


‌" ہ-۔ ئ۶ ذو نت رر فص ہو !میں ثر یب د بدہ میشود کہ محڈذور طول 


ج ج 


ہك بردار در فضا: رر ا تھے سی 7 
و فاصله دو نقطھ گ۸ و8 : 


. مس ےت 


”(ء )لہ ")جم ”مھ ) لہ رم )ط۸ مت زڑے۸ سے ور مر خواہدشد 
۷ تعن رك نم خط پا خط راستا دار ۔ برای تعیین‌امتداد با نیم خط 
باخطراستا دارہ 1 معمولا تصاویر ) 7۶ ۱ ص“) رات بردار ٠‏ .2 واقع وا رافشت 


مینمایند ' ان تصأویر را کگرسیوسن ھای ھادی پاہاراھتر ھای سادی اصلی ممنآمنك : 


ت۷ 


خواص زیرجہت این آصاویر 7 ِ 1 

۲ - 1 : ۱ 

,8 اک +٠‏ : ا 
روشن می باشند . َ 


نکه دوعدد( ۵ء ) کؤسینوس 


ھای ھادی باشند انستکہ : 





۱ ْ . سے اق مل اسم باشد‎ ٢ 

۱۸ چنانکە 0 ذاویه بین : سش‎ -٦ 
: ٭ج0و7+] باشد 2 )ےچ 0 مقادیر و ٹً برحسب 0 بصورت‎ 

.0ا رھ سم ٠۰‏ سو|ٴ -د یں 

و با: (17,ہ)١ج-0))‏ ہم حم تی رصان کن بیان می شوند . 

نام کو سیۂوس ھادی 5 روابط آخر بوده و ھمحنین باید یاد ر شد 
کہ کون ھای 7 نسبت دو طول بودہ (٦‏ حا ہدون بعد سی باشمد . 

۸ ۔ تعیبن یك نِم خط یا خط راہتا دار در فضا ۔ بہمین ترتیب درفضا 
جہت تعیین امتداد یك نیم خط یا خط راستا دار تصاویرس ؛ ت۶ر بک بر وا کت 
واقع روی آنرا میدھند . این مقادیر را گوس زان ھای ھادی و پا بارامترھای هادی 


حبہ-۔ 


اصلی نامیدہ و ذر 7 : حھ 77 ہل آ0 ا آ0 : 2 ١‏ سے یع .ےم صدق 


ضکنند ٠‏ شرط بالا شرط لازم وکائی برای ۱ نکه سه علدد ) 9.17 ق محر ا گوس شی 
ھادی باشند روذدہ٥‏ و ھمحیں خوإھیم ذاحثت ٠‏ 


کر و سے ۶ بر٤‏ یب ے ] ۔ سں ے یم 
واء: (ھپص 0 )یہ حعس×ى (ےء1, بہ) وم عصدم (/,۲,.ھ0) سم سدی 
۹ ۔ گوشثه دو خط راستا دار ذر ص ح4 - آ٦را‏ گت یرے دو خط 
زاستا دار ,] و وم پا ہردار ای یکہ ے وی و کوسینوسہای فادی (ق ,ری و 


('"مأ 7 ً) ذرض میکنیم ۰ چوںن صفیىۂ زڑےکا دارفرض را ا ۷ با نغر دب چو بر ؟ 


-ص۸٢۔-‏ 
مین گدتہ رو ذر تح خطاو ط مثلثانی ان کاملا مشخص صہاشند ٤‏ 


٘ جے ج 
.ے سے سد ۷٢‏ وم وا سی -ے ۳ 8ں 


۱ لے ہت ٤‏ ل 
اسر ق - 'ئؤم و سے ٢‏ جرخو وا لی ۸ے ) اندازۂے ١۷٢‏ نہ 


0 7+: ٦ 
ا یں لوف کن‎ 


شرایط عمود ہودن و موازی بودن ازاین دستور ھا نتیجه میشوند : 

۱ ہے وج ۱ ' 
شرط موازی بودن:د عص رب یا ے٭ح+“عىسیۂة[-'”'ؤخ/م 
شرط عمود بودن ےم ےے یف وا .ے'شؿئق۔لہ'رسی خواھندشد 

شرط بالا ہرای موازی بودن ہمان شرط تناسب بب وج و'بم وا'ؾ بودہ و 
نستا اھ الات اس کسی ! نک ور دا رکا میمو یا اشرھای مخالق رات 
چنانکە ‏ ] ہاکوسینوسہای ھادی (,ع) دادہ شدہ باغد وبخوامییںە ر۵ 
کوسینوسہای ھادی 7 ]ڑعمود مسنظیم 0اا ساب کنیم از دستورھای ریر استفادہ 


میک 


دک ٭ - ق آق لے وم سی ٭ سەه ٢‏ ورن 
١سح‏ ںہ مق ہہ لم ١ے‏ 8111۷ 


رر افاقاس یی سے اکر پر سے رشان 
۰ ػقوشه ثٹو خط راستا ار در فضا ۔ در اینحا ھم ) را کو دو 
خط راستادار ,]وم1 با بردار ھای رک بت ٍ و کرس سدق ھادی 
وو وو ا وو سو ذرعن مو کیم ے در اینحالت ۷ فقط ہا تقریب علامت 
معلوم بودہ : ات ظا 
۱ 


۲ از ۱ نحا سی تمام ں فقط مشبخص مباشد : 


جب 
ار سر سل ١م‏ ےم لہ غرم سم سد ٣‏ دوں بج ٠‏ بی سے ۹۷ونم 
۱ ۱ ۱ ۶ 
شرط موازی رو دنا دو إ[متداد 2). ج یں پ : ١‏ بعر نے عو لن سے کت 
۱ ب 7 ۰ ٠‏ سی َ7 7 ٤ض‏ 


ای شرط عموت بودن ٭ جحت ۷ یرون ہە سے ٰ7 7 سل. 2ر :2 سپ ُك) مم میباشند 


کے 
پر مورت موازی ہودن لسم آصاویر مساری ۱ یا امن ُست کر سب ۱ 
آنکه دو ٹیم خط ھمسو پیا ہا سوھای مخالف باشند , 
مَسََلَة خر [ 4 رادو ام خط عمود 7 فِته میخو اہیم کو سینوسہای مادی 
ایم خاط و 1 عموٹ مستقیم بان دؤڑ زا بیدا نمائیم . 
۱ سی._ فت ٠‏ 
چنانہه ٹیم برداریکە باتصاویر ےپ 0 ا واقعروی '۶] باشدخو ایم داشت: 
۱ +ے ج جہ 
23 ذ۸ می سے پیم 

وارز ۱ جا ہے لس و ."وی سے "و اوس ۔ پر پر سے اق و اوج سم[ 
خواھند ہوم . 

۱۔ خط بدون راستا ۔۔ زاویه 0۰ باچنین‌خطی 0 یا - 0 بودہ بین‌خاوط 
مثلثاتی ترما فظلل ان کہ ضر ابی زاویہ طط معروفاست مشش خص بو دہ وازا نجا تاہج 
ریر را میتوان برای ان ببان نمود : 

١‏ ضریب زاویەہ خط (1 نسہتا تصاوبر یك بردار غیرمشخص 8ا۸ واقع رری 

42: 


خرط ہودہ یھی : پحسپ ساس میباشد : 


' 
اعت 





یی ھمحیں لسدت نمڑ طول ەمو غر ضص ۵ً۵0.ء‪9ھ] از نقطه 4۸ بنقعطہ 7 تا کک 
روی توم واقم شدەاند بروہ مماشد ۱ 
۳ ط5 ھمحسكینن (سہ ہے کرس رمیا ھادی ىك امتداد روری طط ابر خو ]شد 
ہہ ۷ 


بودں : 7 رر ہے 


زاویهە دو خط سب ۔ 





او رتو ا 
0ا و'(1گەتوسطضر یب 
سےا ٭چ" 
یر 7 ۰ ھ٤‏ خٔ ١‏ 
زاریشانمشخص شدہ ہ7 و ھت طل ہے ہے 
: 1( 0 ۵ء 
اند فُقط با تقرب : ٰ .2 


در صفحجه راستا دار ٣‏ ش ٢۷۹‏ 


08492, 

--٦ 90۳ : ۱ ۱‏ ۱ سخ سم ۱ : 
تعبیل گعتہ وار ۱ تح ظل ان معبین بودەڑ برای دست اوردن ان ار دستور کیل 

استفادہ میکنیم یں ار می کا صورت و مخرج را ار ںم ٠‏ وت ھیکنیم : ار ۱ نحا 


ہت ہت سے (ص, ط) وہ 








یت ان و شرط عمود ہودں در اینحال بصورت : وت روم ویر سے ١‏ 
نوشته میشود . ٰ ٰ 
۳۲۔ پار امتر ھای شادذی بژث خطدرصاحہ- پارامترھایھہادی كت خطو بایات دستہ 
خط موازی تصاویر (ئینر) ہك ہرداز غیر مشخص واقع روی خط وہا بکی ازخطوط 
دسته مسباشند . ٠‏ 

بار|امترھای ھادی بت خط کاملامشخص نہودہ یعنی دو نا بارامتر "05 
ٰ و او او ارت خط باہم متناسب ھیباشند و اڈ نجا مبتو ان گفت کە بارامترھایھادی < 
ہا تقریب یك ضریب تناسب معلوم میباشند . 

شرط موازی ہودن دوامتداد باپارامترھای(ی ور) و ( ای ام) :ےہا روسالوم 

ره ظھی رت !ا با ور وو کا ای ور خواھند بود . 

ضر 7: زاویه نسبت ہار راھتر ھایھادی بودہ 5 سد وزم و ہالآخر :7 ہار امتر ھایھادی 
صا 


راہتاٰی را 3٦‏ منعطبق ہر سر ] باشد داست ١‏ چنانکہ 0829۷,۰3/ :صاوہر ہت بردار 


یئ ۱ 3۰ ئ') ہا ختط راستا داتغ ]را مہتوان بت دستگاہ ہارامترھادی اط بدون 


رک وائع رری 7 ] ہو دہ وازطرفی (ے ۱ 7 نصا ویر رت بردارعبرمشخص یی وائع 


روگی ھمان امتداد بودہ وازر زكد| رابطه بن ۱ نہ چنین خو اھدں دو : 


۳٣‏ ۔ پارامترھای ھاٹثیإٍٹ اعتداٹ۵ درقضا - برای یٹ خط بدون راستا 
در ٴفضٰا ضریب راو نان جود نداشته ولی میتوان امتداد آ نرا نک انان امترھای هادی 


ٰ ئ 
جار امترھای ھادی بت امتداد تصاویر زار رس مم ٰ با بردار غیر مشخص رائع 
زنق ات امتداد ہؤدہ و البته تمام خطوط موازی را میتوان دارای مات دِسهہا 
ہارامٹر ذرض نمود . ٰ 

بارامترھای ھادی ہا تقریب بات ضریب تناسب معلوم بودہ و تا هر رابطه 
بین آ ھمکن خو(ھد ہود. 


جن نکە‌دوامتداد با بارامترھای .- 


وا و اس ىی یر) دادہ شدہ بائند 


شرط موازی بودن أنہا: سے گ۶ س۶ 


و شرط عمود ہودن آ ہا ےس ارویل۔مے ٹپ لہ رط خوآھند بود 
و بالاخرہ ریس مم نا ھادی ناک مجور واقع روی ماك امتتداد با تفر یب 
علامت تعران ر گشتہ : مقادبر آ نہا پر حسب برو و وم چین إنں : 


م کا و ناک سے 55 








سے ...کپ سے سح سوج ج۱۹۹ 


و ا ا 

ھ0 کت ",حا آپ ۔لہ 7“ 0 کس ۔ 

۴ ۔ آقببر مجو رر ھای مختصات ٥ر‏ صفحہ4 ےہ دو و کان مختصاأت فکائم 

جنا نک مختصات نقعا۸ ۷ ٤‏ صمح و ٤‏ 

جے 

تصاوبر بات بردار ے در صفحه را سبت بہ 
دستگاھی بدا لیم سا ان 217 وا تصاویر 
ان بر دار را سك 0,ے.) 7 و با ہاور 
کلی روا 7 لہ نع این دو ء9 ۳ھ2ھ) )( ےی ات را 
نعان کیم در سی سے۸ نات مہداء 0 


َ6 یکا فقوم را اسمت پوس ا اول 2 زاوه 





0*٤ )‏ و ك0( ا( ہے ٴ درمحور را خذاشتة ہاشیم 


اک 


ڈو ےو ومختصات ثقطه ]3 را نسبت بدو دستگاہ نتر ایب ( ور ج) و ۔ ری ٰە)ھ 
اھ ےا کے یا 
ھمحدن ہردار ھای یکه محورھہارا بترتیب ے وعرو'ےم و “بر فرض میخنیم . 


کے ۱ نے ×٭ 7 
تصاویربردار'ےء درروی ج ن ,ےن ویاڈسینوسہای ھادی امتداد ى'ن| بتر تیب 
مساری : بج یوم سے (اج0۱ے,0۰) یٌم رے برزی سے (ھ/0 وب 0 ایی میباشند . 


بستگی اخیر پس از نوشتن رابطه شال جہت زوایا ہدست میآید زیرا : 


گے بس ( 0ر 0+ (ح 0 ئ0۵) سے( 0 رئ٥()‏ 
و تو (ػ سم 5 ساد 


پوت 
و ھمینطور تصاوپر بردارا روی ب0 و ى0 بترتیب : 


ام جروزق .-۔ -حے ) سل۔ ں () 08 ٥‏ 053 حسم( کَ سم () 81 
خواعند بود زیرا در اینحال زاویه مربوطہ ک لب میباشد . 


یں از ا نجه گفتہ شل 00 ھای رر زا خوأہیم ۹اشت ٠‏ 

جا -_. ج۔ ہے 
ےگ افج سے (00 
بے جے ج ہے سی تو 


ہم موم ر۔۔ ہر چوویج._. سثدا تر ھ ورژی آ لے یووے سد 


حال برای یدوس ا وزدن معادلات مطلوب -- نت ھندسی رر را هیدوسیم : 
سے او ج۔ جے سے ہس--۔۔ پوس 
اریم .ھ)+( رمواے یر اسے وو ۷ن0 سے 0(۲ 
ہ۔ - ْ چے ج۔ - جہ 
) وم خر لہ سر جررع ستا ٰ ت0 7م خر ۔+- یر میم ا( بج سل جر مرج سلہ ج یج جح 


وت پوت 


ہس (س موی ب ل سم ورج اس سلپ لے (سر وو" 'پ - پم جوع 'س لہ بج ) ٭مہ ۸٢۱‏ )) 
ٰ 7۲ جم جچ سد 
حال از طرفی ٠.‏ را بے ےس بر0 بود, 
۰ 0923 س برو و -- یر وقع 'ج ہل سج صعم ج ] 


جم ”وع و لہ سو ورزو لج سے عم ہو | 


کہ قِر و لہائ تبدول مخقصات بت نقطہ میباشند سو أھیم ذاشتتے 


کی کا 


در مورد يك ہردار دستور ھای وق بدین صورت در میا بند : 
۱ ج ج۔۔۔ 7۲ ۱ چس ج جآ ہہ کر وت 
وم یرون خر لے یم پرزع تا '-- 7 س جو خر لہ یم ووم ٦‏ ہے 'غ'٢‏ لے اج( سم 
۱ جتے ۱ 3- ۱ 
رك( یس سم ۷ا ۔لہ یس جورم کک ) لے ( یم رروی ۷ سے پر ہر۲ '.) سم 
27 ار ۱ نہحا دسہور ھای ندال مو لمٰہ ہای نا بردار : 
جم برا“ ' - پ وو پ2 سے "2 | 
پر ر"ں)| ۷ا لہ وم وروو نر سح ۰7| 
:5 ار ھمیں راہ : با با ول دستورھای بالا لست ب۵ آو و َُٰ وستورغای کی 


دسنتور ھای دو قار اکہ مختصات جحدیں را پر سس مختصات قدہم بدھہف خواھیم دذاشت 
رر فک سس ای یں مق کے ہہ ہے رٹ 


تصص.1۶۴۱)م )رس ۔--ص) لے پر ررڑی رر ...۳ ) سے الا ری 
سو لک حالاٹت ۸و صضی کت مہ حور ھی حرف یف با محور ھای قدہم مواربند : 
ك و لہ پچ ساس 


2 درمسا بند ۹ 
وو رج 


دسہور ھایٰ بلا بصو رت : 


اب5 ممداء ثابت باشد ای است که دردستور ھای بالا 2 و راصفر کیم 
1ے افبیر 0 ری ھای مخۃسات کٹ رر فص ہم دو سمش کان محور ھایمختصات 


۵ئ .5ھ ×× ؛__ -ۂ ٴ) 1 مث ۱ ۱ 
۲ م۵ لالسسممشعم تھے /٭ ِ2 0( :8 ع پ او" '0( ۸/۴ . ۱ 
مر کی ہا لَ 7 





در فضای راستا داری فرض کردہ 
میخواھیم حیْانکة مختصات مداء 
فڈوسکاؤ یرت رہ را 
نسہت تا اول وھمجنیر_ٰٰ 
کوسینوسہای ھادی محور ھای 
حدید ر | نسہت ہمحور ھاىی قدیم 
علٔی : کر گے 


۰م ُ6)) رو ۱ 


تر ا رم کرس رہ 


راہدانیم بستگی‌ھای موحو د بن مختصات( وہ )در زڑ ار اوبکُٰٔ ادىكث نقطہ 1 درابن 


انان 
دو دستگاہ مختصات و ہا س "727 6 ں ×0( بل بردار ہ 
ڈڑہتا گں. ْ جھ سوہ او 
برای رفع افتاء 5و سینوسپای ھادی را >> : )َ‫ 7 ٦‏ : 


بر حدو 7 میلو سیم : ِ 21 ا 1 


در إ ان حدو لھر رك ارعو ا[مل کو سیدو ور سس ات سد اجس سے اس ھت 
۱ ود ٥ق‏ رق 


یں ڈدذڑ محور مر بوعه سیت > 
7 طارفی ھ ھر ڈوسینوس را - حاصل ضصرب داخلی دو بردار رسکےہ واقع 


روگ ممجور فا دانست بعنی و 


چہھس ج۔ ہے چس ۱ عؤات. طہ 

ہے أ٤‏ ہٗ ۰ کی پر سم 0 جا می 
چس ہے جچہ ہہ ہہ 

' مم ہے '. انت ہہ 'مم ت پر حبب‎ ٦” 
پر سا و ار تم ای س اع‎ 
چا ج ۱ ہ۔ جج ہج جا‎ 

> ' ھ ص 

ھر. ۸ -ے__۔ ن گر کی ہے 0ث گر آو سے مم 


این ۹کوسینؤس مستقل 7 وبستگی ھای موجود بین أ نہارا بعد بادأ ور 


یی 5و و 
در سس مغفروضات مس لہ ستکی ھای بر داری زار را مو مس ۱ 
07 ۱ 


چے ہے جج 
آ2 مان ست ؟ ں 0 


جہ وم 
پھر و و و کل ٢‏ 
ج۔ ج ۰7 
جو سو سور سی 
جا ج ج چ۔ 


ہو 1ی یں اور ال ہی اور ہے 8 
ْ7 ا 2 ۵ ۱ ي ا ہم ۔- م۸ 
حلسم 


عرڑ حم 
حال : 1ار ۷ ۔ل۔ '() ر١‏ سے ژ0 


مس0 ۱ پچ 
7 ا لی ری ا ات 
یو رو ا جہ۔ جچہ۔ ہجہ۔ 
جنانکہ بای ٰ ڑ‌‌ 7 و مقادیر شان را ۰ داد" دادہ و السبدت ٰ۵ 7 لک مرو 1 
ہج ج. بن نے 


فا“ ٠‏ َ پت و ا تن حضت ]یڑ (( 


۱ َُٰ 7 و 
ا لیب میم ار ما بسک 0 محاصل با سن 


١ : ۱ : ۱ :‏ حتھو 
ٹور ھاىی بہلی بل +صات بلسنتی مسا ہیں : 


ای 
الو سا رو جن لیمج .یی سس 
سج تروع 
یرت سیت وی 

تو مورد تصاویر ہلگ وزازسثا دخالٹ 08280810 زیررا 7ء" 
ال لیم سل ٣‏ چھد 
گل 0 .+۳ ).ڈ۸ ٠7ر‏ کے پا 
رپ سل۔ یں و سل آ و او 5 ۱ 

چنانگه فرمو! پای لا را نست بہ 7 ۶ و حل کنیم م دستور ھای عکس 


1 ا نہارا خواھیم داشت: 
ہت ہے رہ رر وہ ُ ۵-9 ) حر سد او 
رو ےو ہی ےی ہد و ےہ 
دو کر طط اکور از طف ہو سو ) کو نسااو 
نلبصر ٥‏ ۔ خانکۂ کون ۹ جیب تمام بل مستقل نبودە و 5 5 ۳ ھای 


١ 


۳ 


ر ار کہ روم بہش ار شش ۳ مستقل نمستنل ؛ر فرار میباشند ٤‏ 


ستکی خاف 


بصورت بر داری ٭ سے نے نپ ہے 
ھ .-۔ گر 2ء اص 7 2 سا كَُ) ا ےہ 7٦‏ لت آ0 .لہ ےم ْ 

ھورت کاررین -س_ب / سس لہ 0 ۵ ۵0 سل- ہم ' -ے ٢‏ سا ٦0م‏ لف ٦آ‏ 
ٰ 0007ی 1 7 س۸۔۔ 2 2 ۔ل * ۱ ٣7‏ ۴ : نے 2ھ سلہ ام لی ك۷ 2 ,ا 
ےئ ھای ٢‏ 


ہے ج _ ہا جہ ج .جا _ آلہ۔ 
1 ہے ! 2 ا 1 جک ۷ی جس 15ء 


چ۔ ۔لر۔ _- ہمہ اچ بب _۔جہ جہ۔ ظن ۰ 
ہصورت ہرداری سم 1 سہ ج ۰ سے "م۸ تر ١‏ سے ھ۸ ہس ٦ئ‏ سم ٢۲‏ 


بصورت کارترین دس ۳ مرج نود را ے8 وم 
ے ۶7:2 7 ین .لے ٴ 2 -- لہ 7 ۲( ١ ٣‏ -ے "۰ .لا 7٢‏ سلہ 22۲ ۲ 


۱ نے بالاخرہ 0 شر ابط نم عموٹ ہودن میڈ بر دار را ے وت : 


) 


ہے ہہمہ٘ٛ_ٗ ہہہ۔ 0 جات ار مو وٹ 
ہے 7 ٍ5 . 7 20 أ 1 : 
.۳ ۸ 7 تی ھ7 7 ۸ 12 ہ- - 8 2 جم 7 
ٰ ٴ ر7 (7۸۔ کت 2 ٦ “٠‏ ×5 رر ٤‏ خَٰ“) بجع 
٢ڈ‏ 7 7 م پیسیے ٥‏ ۲ 7 1 )2 ٢ے‏ ۲م 8 )۶ م۳ 0م 
و ٦ن‏ و7 ور اع ھ2 


٢ہ‏ 
رین نسبت بسە بردار یکہ دیگر بستگی ھای :. 
عرشں ست نت چا ہس مس کت جت. ہو - وسہ 
7 ى سیر ۔ مہرم 
ارات ارنت: آز طرفی حال فرتہق مَلنأََر سک ضساری بھ رہ 
پوت رر ے۔۔ کے چے رر جم ےے کت 
ای رو۸ ۰۸۲م نت یکپ ار 2 
: و فا 
کا رک رو .ےت ا 
و چنانکە گفٹیم این بستگی ہامستقل نبودہ و اگر مثلا شش بستگی ١را‏ 
دإ٘شتة ہاشیم میتوا أیم از ا نہا وی ھای کت راانتہحه 2 
21 سے روا بای اوٹر ۔ چنا نک دید یم ب4 کرہیف ھادی توسط ٦‏ 0-7 
ا"م مر بوعلند س باب ہتاان ۲ نہارإ پر ٹسی دیںۂة ہارامتر بہان جون 
این سه بارامتر ہیں۵ زاوبه اوار ہودہ و بہدین در نہب تعبین میشدوند : 
رسہ5 مختصات قائم فرن عو از نقطه 0 هہداء اولی سە وجہی دیگری 
موازی و ھمسو ی سہۂہ دجہی دوع مرورز می بدرِینن پر نہب دو سة وجہی ےب ج0( 7 
890۳0۳۶ , خحط نلاة وید تی و‌ سوا ضس مند: 
ون است سس چ نامیدہ در روی این خط سوئی را سوی مثبت اختیار میکلیم ‏ 
زوایای اولر عبارتند از ) م۰۹ء0۰) - إ١‏ ھوسوعخ :۹ ہر وووہل7)7 . ۱ 
(ج 0۰۰۵0) سے () رہوولوملیإ ٢۸‏ و ) ٭ )0۶٥۵‏ سے |( وبا ئن ژ0ن0+ مز مل ں/ را۸٠‏ 


حال ثارت میکنیم کہ بادِشتن ۱ - 7 


اہن سه زأویه میتوان وضعیت سە 
وجہی دوع را نسبت بە سه وجہی 
اول کاملا مشخص نمود بدیںے 
منظور دو امتداد دیگر ہو( و 
٢‏ 0 را عمودمستقیم به پپ ںہ در 
صفحات ری ن , سپ سس 0 انتخاب ٣‏ 
سے .00ھ 





ہے سے 
دو سوا وی دیکرے 0و <٭ پپو ںو ں بدست ااعقفو ثابت میکنیم کہ 
باسہ دوران میتوان از سہ وجہی اول بس وجہی دوم رسید . 
دوران اول عہارتست از دوران ہزاویە , در حول یئ سە وجہی اول برسہ 
ری عیب 0 منطبفی میگردد : 


دوران دوع عبارت ازدوران ہزاویه 0 درحول ,0 ہودہ سەوجہی ۔ ڈیب 0 


بسه وجتپی ج 0/2 و ن مبدل میگردد : 
دورآان سوع دوران ہزاویهھ مم در حول ٴی نچ بودہ سە وجہی ےھ پبی ہر0 بسه 
وجہی 7 720 3ء8 منطبق میگردد رہرا محزور ے0 تا ود وچون 5 و پر !یس 0 
منعطبق میشود پس سس ں ھم منطبق بر ٴ 0 خواھد شد چون ھردوسه وجہی قائمند 
حال برای برفقر اری دستور ھای تبدبل مختصات ملاحئلہ میکنیم کہ چنانکە 


)“یا زھو ما ؛ 72 رامختصات ۲ سبہت متا 2 0و <٭ ُ۱ 0 بگیریم 


بارفتن او تا عو 0 دستگاء پر (ا ارتفاع نقطه عو تغبیرنکردہ ومسکلہ 
مجر بتمدپہل 0ء مخعتصات در صفحہ ۳ ت0 دج چنا ہے۸ ۰ مختصات 
جح یں باشند میدانیم که فرمولہای نغیرں دستگاہ در صمح در ادن حال : 

لاد چجراو وب -- بد ون جن سے سڈ 

رد وونم بر ۔.- ۸ جوؤن جن سد پر 
مبہاشند جنانکه ار دستگاء إخیر رسنکا ً2 ۷ے ۷۱ 0 برژیم ملول 7 بر 002 و 
معادلات وت زا خو|ھیم داشت : 

(اووم<* )0) ون پر سار 
(ا| ہنم 7 سے أ/ 8101 پت سد غج 
د9 بالاآخرہ چنانکہ ار دنشتاء 2 ×82 0( اھت ٍ0 رام ٰ2 لغم 

نت اس مقائلاكگ ہصورت 

7 811 71 3 ڈو 0 کی اک 

|7 یں 'پ .ےپ جو !و سے پچ 


درا مہو جنائکه 0 را ہیں ان جج ھا حجذف کنیم 


7 


7ی ([) جرڑی '۔ -- 0 صوہ (ي وہ 'ص۔+- و اھ '2) ] -- رب مو( (مأ 7ا" ےس أ) چون ٣ج)‏ سے سم 
0 1[ وو ھ -- 0 وچںن (م یں پ -۔ل -أ(ػ ۰۷۷۰ 7۰ھ)] -- ببہ جتھ (ص وو -- صں ٭ون م). سے پ 
0 و '۔ ١‏ 0 وو (ص ۵۵ہ ٭و ۔- ص" جوزو سن ) سے 


ریا 
7 0 رھ '٭ -ل۔ () مم .موم ۔.- پ ×و1ص 7٥ن‏ )'پ-0) 9 ۸۷ :۳غ ۰)) ۷71--0 ۲۸٣وص)‏ تو 
ب( 0٥۵‏ (ا ب٦:‏ 'ھ -- رزاموو‌رزحوآمموھ--ربوماھم برا2 پ۔--(0 ٥0م‏ ۷ہ ٥0ع‏ ص بونج /877 081۵ص ) رو سد ہز 
0 وو ٰع 7" 0 م سوہ ص۔[- 0 جرزو ص جم کن عم ہ 


کە فرمو لہای اولر نامیدہ میشو ئں خواہیم خاعت 2 رات 75 وو آۓ اہيئكىی 
سی ھا مقادیر اکسا زا ھادی ہر کسی زوابای ادن مبباشند ۱ 
۸ ے۔ مختقصات فمارنی با بر دار 5ڑ ضفحۂ راستا دار نقطۂ 0( قطب 


رژڑمحوؤورن 0 ")0 ی ھفمروص میم ام برای تعن بردارصں ۸رس زیم تی می روی 


حجامل اآناتخل کر دہ ان سو رای بی بر ھیناھیم مختصات قطبی جا ت1 ۸ اندازهۂٔ 1( مر سد 0 


يِ 


زرویء۔ : 4 وکسا ) چ - ای 0 اخ ( ممأامند . 
بہردستگاہ ن و بات بر دارمر بوط ود ولٰی 
ہاشیم دو ینٹگا سنہادت معد‌صات قطبی 
7ر ٢‏ ۔+م ت7ا ج۶ م٢‏ ج 


وہ ٠‏ 0 
۱ 23 - پک ا ۹ ۰ َ‫ .۰ 2 4 
مربوط بان هیباشند زیرا میتوان دو سوی منبت مخالف روی ڑم انتخاب نمود . 


بالمکس چنانکہ رگ بردار داشتہ 


کی ا 

بست ہی کک 

ز‌ ار بین مختصاتن 
کارنریے پوپ 
پت بردارومختصات 


۶ سم 


تج : - 
فطبی ان و ثرار 





تر سے ٦‏ لا جوم ں -ے ٭ 
جا کے کے ات ٦٦‏ 
( او ) وہوں ۷8 سے 0 9ا 


بن 
۴۹ و قطبہی يك قط4 ۔ مختصات قطبی نقطه 21 عمان راد 
قطبی بردار )۸ رفس اناو ن حال ں را ضقع حادل و را زاریہ قلی لپ 
نامند و ھمانطور کہ در مورد بردار اگفتہ سد دو دستہ رات مات او 


ہر نقطه موجود است و آ نہا عبارتند از : 
٭ مر ٢‏ ۔ل پر 60-4 7أ (0-٣‏ 


1 لوس 0 


۰ رو. 0 - پر )٠‏ لوج 
ل ٰ2 
ور 1۱ 72و لا ٭وم ۷ 1۵ ا 


٤‏ ہب حتاصل ضر ب ۵احلی و خارجی دو م ذار ‏ مختصاتقطہی دو ہردار 
چس جس یی ۱ 
ےو 'ے واقع در بث صفحہ راستا داررا بترتیب ((,4)و(۱ل(,ص) فرض نمودہ 
حاصل ضرب داخلی آپ ((- 0)) یمن ۔ ں سے وت خواھد بود . 
چنانکە یھ را بردار بک عمود بصفحۂ فرض کیم حاصل ضرب خارجی سا 
ا م۶ (0(-۔ )) ؤؿث سس احج'ٰھ ۸م 1 مسباشد . 
۹ ۔ فاصله و مساحت در مختصات قماہی - دو نقطه 1 رو 11 را بامختصات 
قطبی م0 د1۴خع)و(۳۷۳), سك ) و مختصات کارتزین و ٭۹) و( فرش گردہ 
معذور فاصلہ رہ 
ز. رو 'زور م)ے۔ (ورم)سز(یں - ع۷م)۔ ٥(‏ ہ-- کور ں) سے ٦‏ 
([( ۔۔ 0 )ّوں.!و. بن ٢۔۔۔۔ ٦‏ اں ۔ل۔ ٢ں‏ سم 
خواہد بود . مساحت مثلث ٹ پر گرم دا نزمیتوان ازراء حاصل ضرب خارجی ہدست 
- این سطاح ا بات بت وعسست آنکە شعاع حامل “ہکےہ از ×١‏ سمت 8 8( 


پرڑٹ ور جہ9ث بت با منمی ره چ رخش نماند ۱ ابن سطٔح مساری نیف اندارۂ 


ععبے بب 
حاصل ضرب خارجی ُ0 ۸ 1ڑ ر) مسباشد : 


کے 
زی وی۔ ۷وج) اس (۵(۔- () مض ٹواورح۔ سے "30ا0 سطح 
۳ ۔ وش ھای قطابی خط راستا ۵ار در فضا ‏ مبتوال امتداد خط 
راستا داری را درفضا توسط دوزاریهہ فعان گرڈ ہدین منظور خطاء 0 راکه ہموازات 
خط مفروص وھمسوی ان رسم شدہ است روی صمح 2 س0 آصو پرمیکنیم ہرروی 
خوا حاصل سوئی راسوی مثبت میگیریم ۱ 


خانکھ ا 


را ص0 ہنامیم صۃحۂ ‏ 0 وَ/ 0( شامل چ0( بودہ دراین صفحه سوی. 


-- دوران را از ء 0 بسمت '> 0 میگیریم : 

زواباى : 07١‏ ف٣0()‏ ےم ر (+09,٭ل()- 0 ْ باتقریبء ٢‏ در 
صفحات راستا دار( غ۶ 0,ج٥)رو(۰,0۶2۰٥0)‏ تعبین 5ئ وا نہا را زوابای فطبہی 
امتداد راستا دار و ہا سای عاول سماوی و متمم عرض سّماوی نامیدہ میشوند 

وا٘ضح است که چنانکه (0,() دادەشدمءباشند امتدادخط زاستا دار مشخص 
گشته ولی برعکس بہر خط راستا دار دو دستگاہ زوابای قطبی مربوط عیباشند . 
ہر حسب ا نک امتداد مثبت روی ٭ ہ٥‏ را نغیبر دھیم این دو 7 ور تی 
((--,جػ۔۔ “)و (0,مص) خواھندبود, ٰ 

چنانکہ سے و را بردار ہای یک امتداد ای 07 و م2 0 بگبریم بستگی 


ھای ھو حون ہن کون ھای قطٰہی وگوسینوس 72 
۱ گے ۱ 
ھای ھادی عبارند ار : ۱ 
ج سی بت ۱ 

۰) ْوں ۔ تق سلہ (/ ورزجو. ب سے یی 

ج-۔ چا ہم 

صّ ربڑر ےا وص جومے سد ای 

وازانجا: ۴ 


ج_ ج۔ ج- ہج ۳ 
۰ موم مھ ۔- () جو و ہرز ے -ل ا براو مم ع٠‏ سد ات 





پس از نجا نتیجە میشود کہ کوسینوس 


ھای هادی امتدادی با زوایای قطبی (0, م ) و 


ان 
ٰ ہر ہب ئخ) ٥٥ہ‏ 0 841 روی ٣‏ 0 وم ٣0ہ‏ 0 بط روی ۲ ور 0 8 رویٰ :٭ 0 مبہاشند ۱ 
۳ _ م×تصات قطبی و استو انة در وم 71َ" قائم ٭ وج 0 را فرض 
1 دہ مختصات قطہی نقطہه تا مقادیر صوء) ر0 بودہ وہدین تزتیہب یں میشو ند کہ 
درروی خط تا 0 امتداد مثبت ۸ 0 را انتخاب کردہ و را اندازہ حبری 00 ذو م ٴر]) 
کت ھای فطمے ن ا0ق إمتداد خوآھند بود, 
چنانزکەہ 3ا را در رری صفحہ رپ 0× 
ثصویر نیم و مختصات قطبی مر تن 
ٰ حاصل را در نظار 7 مقادیر )و٣‏ کم /:زا 


نے م‫ 
و تج(اج مذصات استوائه ا۸صا 171 منامند : 





۴ھ ۔ محتصات ھمن سے چنا نکہ نقطۂ 
6[ طاوری در فضا حر کت کندکە 11 ٥‏ سنہایت ش ں٢‏ 
کا یم گلتاڑ سیت کر رمیشود . چنانکە (٭, و ,<) مختصات کارتنزین 
قطه ]3 باشند لااقل 7 5" در حد بہنہاہرت وو ان5 نقطه ۱ہ در صففحه 
7 اقم تباشد ھر نا نہاسہابت مشو نو ویر عکس سا نک مات اھ اہ مثات 
شوند ان نقطه در سنہاارت واقع ات ولی ا امتدادی کہ آن نقطه در امتداد ان 
بە ینہاہت رفته است اطلاعی در دست نیست ر م اہن نقص را ہا ہکار بردرلرتی 
مخعتصات 20 میتوان نمود . 

آھر اف ے مءخحتیات ھمکن نقلله )5 ) 1( خر کا مر کی ار چہار 
عدن ع٢‏ ؛ ۲۰۶7۲۷ مسہاشد بطور کہ بان 1 ٌ و مختصات معمولی تا ھای : 


ر/ و +۸ 


سسسے ہہ بے رحس ل لے ہج ۳ 


) ۲ 1 


انت ینیم ار نقطہ دار ای بینہادت دش تنا مختصات ھمگنہو دہو جپانکۂٰ 


و 


0.223 باشد 1 رک / ھمان شس ات هعھمؤ 7 و ھن ہد , 


ت٢ج‎ 

اگر قثطه ا در امتداد ز 0 که ہارإ متر ھای هادی آن (ءررے) است بہ 
سمت بینھایت دور شود میتوائیم در ھر لحظه ×۳۶ ' را پارا متر ھایى ھادی 1( 0 
ذرض کیم الته در حد اث اعداد بابید متناسب یہوااءشوئد ہا استفادہ از |انکےہ 
مختصات ھمگن ہا ضریب بات تناسب معلوم (ئد میتو انا نہار ا ا وا ا یا ا 
1 فت . از طر چون ج' بر :ء بینہات هیشوند و چون ٢ڑ‏ / ٣‏ ' 27 ھر سه مخالف 
ور 0ة ریت کے ا بسمت صفر ھیل نماید . پس ا تیج میشو د که جنانکہ 
][ سمت بینہایٹت در امتداد ز ٥‏ رود مختصات ہگن ا بسمت )٥((‏ بے ھ,ءمء) 
میل خواعند کرد“ 

و پرعسن ائکة ۳۵۷ء۸۳۰ ۰2 سمت ےا2ےءار مبیل کون چوں لا اقل 
بکی از پارامترھای ھادی “مءصفر نیست پس بکی اوات ہام ہنہاات 
خواھد شد . از طرفی ہارا ھتر ھای ۔۔' ٣‏ 2ل رصم تی 1 دارای 
وضعیت حد ز 0 خوآہد شد . و بالاخرہ میتو ان گفت کە نقطۂ و اقم در ہلہایت در 


امتدادی بابارامترھای ھادی یھ م دارای مختصات ھمگن ۱ 0 ۱ ى۶٠.‏ 4 کی ا مہا شد 


سس میتوان : بکار بردن مختصات ھمکن نقاط ینہایت را ازھم حد| نمودہ و‌ 
با نکار ہر دن ۱ ان مخنتصاںت بگانہ إاختلاف ہیں قاط جات و نرد با ہت ےک 
بازاء أ لہا 3ئ" مبہاشد ۰ :۰ 

٥۔‏ قاط موہو می .۔۔ نا بحال مختصات تقاط را اعداد حقیقی رض کرو 
ہودیم جنانکەہ معتصات نقاطی اعداد مزھوی انت ان زقاط را موھظوی 2 ۱ 

چنانکە ھرسہ عدد حقیقی باشند ان نقطە حقیقی واگر یکی از ا نہا موھوی 
باشد ۱ ں بے موھومی خواھد شف . اط موھؤمی ار جال نعمیم ُسابای ھٰدسی 


بکار و 9ہ و ھمان ثعار ہف و دستور ھای قاط حفبفغی ڈر بار ٥‏ ۱ صاد قْ مسباشند : 


کر 
بش سو 


اج ے معمادلھ حطل در م4۸2 ۔ منظورطرز نمایش اط عبرمشخصبعنی عنحنی 
۲ پاخم درز ۵ح٥‏ مرہاشد ۱ جنا نکہ د بد ممشدود مرکخاضائ زفاظ مختلٰفت 21 می زر صفحہ 


مقاد پر ممتقل پاچ سا و رر صٰ میکلیم کہ ین مختسبان کار رین تقاط ان وی : 
ْ ٭س (ص,٭ )کر ...0( 
برفرار باشد . البته بین مختصات این نقاط بیش از ہگ رابطه نمیتوائد وحود داشتہ 
باشد زیرا درعر ا صورت مبتوان 7 ور را از ان ستکیھا بید! امود و در سح 
اط مر بوط 27 معدود خو|ھند وت ٰ 
و بر دس نقاطٰی ار 27 کہ مختقات ا نہ در تی (١)‏ صیدںق ممکند در 
نظرمیگبریم چنانکہ ب۸ مقدا رمعینی ہدھیم ررشەھای ان معاد لہ مقادیر و 7٢‏ 5 نر 
ود5 و ثقاط مر بوطہ ۱ نہ 7 8)٦‏ ) ۱,۷ ) اللاو ۰ .) ۲٣ء‏ میبائشند 
کە تشکیل تمام منحنی () معادله )١(‏ را میدھند خوامند داد . 
!سس ہاور گی معادلہ (١ٰ‏ معاد لہ صحنی ()) خواھد ہود جنانحہ مختصات 
هر نقعطه (ٍ) ) در معادلہ (١ِ‏ صدق کت دہ و ہر 0-1 ھر اقطه کە مختصات ان در 
(١)‏ صدق جا جزو >صحی )) ماش ۱ 
آہصەر ہس أ نحەکه دربارہ مختصات کارتز ہن گفتہ شد در ہار ہ ھرنوع مختصات 
نگ نیز صادق میہاشد . از طارفی استدلال وق کات ساوله (١)ذآرایئت‏ فاقد 
صحیح نبودہ و در اتحال ادن معادلہ بازاء مقادیری از پر فرار خو |هھد بود مکان 
این نقاط خطی موازی بج 0 خواھد شد . 
۹“ ۔-۔ منکیں ھای <ہر گی -۔ ممحعی حجبری منحنی میباشد کہ معادله ان در 


معتصات کار رین بصورت کت الحمله ار وپ نوسُنھ شود درح٭ ا ا الحمله 


902 9 
ول خرفہ رد اسان تر فارت کرد گا ان ھررف کی باتتات 
محوز ھا نخو اهھد قاشت درا دستور ھای تضبر محور ھا معادلاتی اردرحہ اول بہودہ 
و در تہج درحہ معادلہ نہر باونہ ھمان دذرحه معاد لہ أو ل خو اعد بود . ْ 
۱ قضيه ۔ هر منحنی حبری از درحه یہ در یہ نقطه ھرخط مستقیم ار ست ۶۴ 

نلاقی مینماید . ٰ 

الثبات ت بر حستب یحہ کہ گوتة شد میتوإن محور ھای مختصات را طوری 
انتخاب کرد که خط مفرو ض محور ٍ 0 باشد پس برای پافتن نقاط تلاقی باید ہ سے ہو 
نمود بس معادله حاصل* ھ سح (ه, سم )کر )٢(‏ از درحہ ہہ شدہ رو دارای ہہ 
ریشہ کە مربوط بە ٭ نقطہه تلاقی اند خواھد بود ., 
ٰ ولٰی ہاید ا ر‌ شدکە گامی ممکن است درجه معادلہ )۲ باندازۂ مر واحد 
از دہ کو یکر باشد در |ہنحال 4 بند حر نقطه ہرخورد در بینہاہت مبہاشند . ھمحنان 
خنانکہ معادلہ ۲( دارای رش 2 ر |ازھرتبه م باشد بابند نقطه مر بوطه را دفعہ 
حساب کردہ و بہمین ترتیب اگر معادلہ )٢(‏ دارای رہشه ھای موھویٰ باشد باید 
نقاط موھوی مر بوطه را نیز حساب ج جم 

ْ ےر س برای انکە دو معادلھ ےہ حا (ڑےی عم )عرو مہ سے (ڑی )و نمایش 

ہك منحنی را ہدھند لازم و کافیست کە دارای جملانی متناسب باشند . 

اولا این شرط کافی است زبرا چنانچہ ہر قرار باشد خواہیم داشت : 

76 کک 7 ہر 3 )۴( 

و در نتیجہ ھر نقطهہ کہ مختصانش در عرصدنى کند در و نیز صدن خوامد 
کر بن عکس ۱ 

تائیاً شرط بالا لازم است زیرا چنانچہ این دو معادلہ نمایش بك منحنی 
را بدھند باہد بازاء ھر مقدار ہو دارای ریشه ھای مساوی نسہت بە ٭ باشند و در 


نمجحة ان دو 0 الحملہ کہ ور حستب 88 در نظر گرفتہ سو نل بابد دارای ضر ایی 


کر 
متناسپ باشند . بہمین ترتیب اگر در این استدلال جای ء و ہو را عوض کنیم خواہیم 
خی کات کت اع ھا عتناسب و ضریب تناسب ھم عدد ثاہتی باشد . 

منحنی ھای غیر جہری را ترانساندان نامند . معادله اہن منحنی‌ھا را نمیتوان 
با ھیج نوع تبدیلی بصورت کثیر الجمله جبری درأورد : 

۸ - معادلات پارا متری بك منجئی ۔۔ طریقه دیگر نمایہش دادن ہائمنحنی 
ہصورت پارا متری میہاشد . بدین منظور بازاء عر نقطہ 1( منحنی یك عدر /, ےہ 
ہارامتر ان نامیدہ میشود هر بوط می کنیم . را طوری انتخاب تد کا تغبر بوستّہ 
آن تضیر مکان پہوستة جہت ]1 نیز ایجاب نماہد . وہالائحرہ اغلب اوقات این ہارامتر 
معنای عندسی سادۂ مثل مو ل منحنی الخط نقطہ پا زاویه قطبی‌مماس وغیرہ خواهد 
داشت پس معادلات پارامتڑی منحنی رابصؤرت: (ء)وحاو (ئم)عر 8ى ()) 
نت ان نوشت , چنا نکه منحنی مفرو باشد بہنہاہت معادلات پارامتری جہت نمایش 
. متوان داۓمت . ھربك ازا نا با تغمبر بارامتر 74 ۵ہ 7۱ بطوریکہ مثالا(ھ ) وس سم ؛ 
باشد از ڈیگر ی نتہحجه مشود . 

برای اثذشت ٌ۰ ردن معادله منحنی بصورت (١)کافی‏ است ط را بین دومعادلہ 
ہار ۱ مر ی حذ۰ذف نمائیم ۱ 

۹ء ے معاد۵!ہ يك سطح ۔ مختصات کارنزپن ج' ۱ء نقاط مختلف سطأح 
باروبه مفروض ( ٦ا‏ ) مقادبر مستقل غیر مشخص نمیتوان داشته و بینأ نہا بہستگی 
بصورت سح (ح و رھ )مر (ہ) وجود خواھد داشت . 

ےکی فطل اڑھشارا کا مشماك ! باون ستگی (٥)احتق‏ کند وز 
نظر میگیریم نقاطی کہ در صفحہ ىو '0 > موازی صفحہ ہو 0 : ہستند مکان نقاطی 
ہار تفاع 0 0 سد یی صفحہ بودەو تشکیلمنحنی 7 تمعادلہه سےد(م ور )ےر (ہ) 
رانسیت ہمحو رھلی 0٥‏ وب '0 میدھند . چنانکہ تر زا تغببردھیم این منجنیتشکیل 


سعاح (ق)را خواھد داد . 


بات 
بس بطورکلی معادلہ )٥(‏ معادله سطح ( ) خو اھد ہود چنائکە مختصات هر 
زمَعله .7 خوائن معادله صدق کردہ و ہر عکس ھر نقطه کہ مختصات آ۵ در (ہ) 
صدق کند حزو سطح (8) مسائد. 
.۰ کے 0 292 ےئ به ع داشته باشد استدلال ہالا قابل قبول نبودہ 
و در این حال نمایش صفحه موازی ہو ٥‏ را خراھد داد . 
جنانکھ ‏ ر کے فقط بہ ا و ہو داشتھ باشد نمایہش استوانة مرازی ٭ ٥‏ را 
خو إھد داد زیرا خطی موازی٭ 0 سعاح را در؛قطہه ہہ ممٰحنٔی بمعادله ہ سے مرقطع 
کراماکھ ادا اط امس 60 نر لوق اتعرازقء ھاشان: 
سطاوح جبری ۔ سح جبری سطٰحی ارت کا ساالاآن تر إلحمله حبری 
ار روووء باشد درح این کشر الحملہ درح٥‏ سعاح خواهد ہود, 
بہمان ترتیب کہ دربارہ منحنیات جبری 5فٹیم درجہ سطح تی بمحورھای 
مختصات نداشته و یه ھای زیر در ہارہ ابن سطوح ثاەدٹ میشوند . 
کہ ےکا س کم سرت ار گام رھ ار ااای غری مر یر آن 
سعح خواھہد بود ۔ ْ 
ضيیه ۔ برای نکہ دو کر الجمله(ع رب ٭)عرو(ی یور ج) و کہ 
مساوی صفر قراز میدھیم مھان ا۵ سعاح را بدھند لازم رو کافی است حکےہ دارای 
حملات متناسی باشند . 
ٰ اثبات ان قضاہا نظیر (ثبات قضابای مربومأه در صفحہ است . 
ٰ ۹۴۶ معالات ہارا متری ہك سماح ک 7 نمایش دادن بت سطاح بصورت 
٦‏ امتری بہر نقطه 1( سطح قی بارش وت کات منحنی الٰخط سطح نیز 
نامیدہ میشو ند مر ہو ط سن ۱ ٰ 
23 ان حال مختصات ۷[ بر حخحسب ے و سب نوسَمّه شدہە و معادلات سطح بصورت 


پارامتری(درپ )جع (ع,عب)وەو (ب,ے)عرحع ۰() درمیآیند 
ا 


۱ ٰ -۷- ۱ 
چنانکە ے دوہ زاہر جس باراھترد 898 تئ7 ببان دلیم معادلات حاصل: 
نمایش منحنی ( ٌ )ا واقم روی سطح (8) را خواھند داد . 
وھمحنین ھررابطه بین و پل منحنی ازسطاح (ھ٥‏ )را نمایش خواھدداد ْ 
-۱١‏ منحنی در فضا ۔ برای نمایش‌منحنی (۲)) درفضا دوطریقه ہکارمیرود 
ہے نی تو سط مقطع دو سطح تعیین گشتہ انت منجحی را ڑا مقعم 


دو سطح (8) ءہ ) 8) ممعادلات : جع حم مخ )۸( وفرض و 
ہے رو وہ 59 


در اہن حال معادلات و۸( همحنی ()ا)رادر فضا ناش دادہ و معادلات ان ممماشند 


چنانکه منحنی (:)) مفروض بہاشد بیمُہایت دستگاەمعاد لہ نمایش 1 را میدھند 
زیرا بینہارت سعاح ممتوان فرض نمو د کہ بر اہن منحنی .. ےہ 

و_ں- نی ار حجرکت رات الما دن فا نعببن گہتہ ا ا قت ادن حال در 
نقطه ١:‏ بارإ مثر را مر بوط کرد ۲ تفائ لات منحنی ہبصورت : 


(+)حعھ (ھص)وحےے )ظ7 )کرسے0 )۹( 
سال سا کس ا ساالات ۸7 اعت اہ الا ر کرات آ0 سا لات 
را بصورت )۹( و سمیم باہد مثُلا یہ سر متدار اختاری ڑ(ے)عًررا دادەو معادلات ر۸( 
راسبت بە٭وء حل نمائیم ۱ 

چنا 0 در دستگاہ )۹9( دوممادله اول رإ درنظر بک ادن دو معادله تنمارش 
تصویر منحنی (.) ) فٰطائی راروی صفحهھ پ 0ج میدھند . 

۴۳- استو الہ ھای آصوہر کفندہ ۔ ببر-_ سطوحی کہ ہر ملحنی مفروعل 
0-0 ند .|ستوإنه ھائکه روی آن وک دہ وہمو ازات محورھای مختصات میباشند 
جہت تصو ر کردن این منحنیات مفید میباشند . البته قاعدۂ ابر _ استوانه ھارو 
صفحات مختصات تصاویر منحنی فضائی روی اہن صفحات ہودہ ومعادله استوانہ ھمان 
معادلہ ابنمنحنی مسطح خواھد 7 برای نوشتنمعادله استوانہ کانک سی نات 


مختصات باک نقطہ از قاعدۂ ان باشد هر خط موازی ٭ 0 کە برابن نقطه بہذرہ 


رک 


منحئی فصٰائی ٰ6( را در نقطہ 1( فحاح کردہ و در ئٹ٘یجه ھر ال۸ بن اط دارای 


و سے (ئ وق 8 )کر )١٠١(‏ 


مختصات ۳ئ 0 ا مساقنت بس معادلات ا ۱ ' 
١ ۲ ۱‏ ا ےینۓے 


/ 1 


دارای رس ارہ و کہ ار تفاع 1 انت او ن٥‏ واز 1 حا لیج4 جو کہ را 
بدسٹ ا درردں معادلہ اأستوانه اصو ؛ برکنندہ مرج ی (057) رڑی ۲ 0 بابد ج زا لہ ٣‏ 
سالاھ ) 0۱( و 5 بن معادلات )۸( منحنی حجںف نمودہ و ھمحیں اشیٹ در مورد 
استوآنه ھای تصو؛ر و او روی صمحات ج0 رقف ۳ ۱۵0 

کہ صور بی کہ می فضائی با معادلات )۹۷( نمایش دأادم شدہ باشد جنانکة 
کیم دو معمادلة اول ا دستگاہ ناشن معادلات ہار مثتری تصؤیر ۱ ل روگ 0 7 
ہودہ وازا نیج می کو کہ برای نوشنن معاد ل۸ اأستوانہ 2 8ر رویبج ٢ء‏ 

7 

کا ی اُست 3 کو را ہیی ان ڈو مَغَاماة حجدذفیف لیم 

تالك 0" ور مد کەاغتب پلمبتوآن معادلات دواڑا ت8 اأستوا 0ھ را ۰ معاولات 
و گرفٹڑ برا علاوہ ار ) ھ۱ ا ادن ا[سمتواله ھا دارای مقاطع 0۳۳۴ خو|ھندہود 

واج یھ می بر ی ت خٹانک ہتوان ہر ہت منحلی فضائی دو سطاح ری 
مور عاد ا بش ری گرشت: ٰ 

قضیهہ ۔۔ تصاویر ہت منحنیحبر ی جبربند وہر نس اثبات این قضيه ہر خوین 
تعاررف فوق وأ٘ضٰضح مباشد زربرا مثلا اک 3 را ہیی معادلات )ٰ۸( حدذف کیم معادلہ 
حاصل جہری و اھد ود ٠‏ 


در حه بت ا 


یىی جہری در ۂئا عم نقاط بر خورد ۱ ںٔ 1 ا صصؤیہ یرم ۵ص 


سی باشد . 
ا قضيه ۔ مقطع دو سطح جبری ہا درجات ہر و مر یك منحنی جبری از درجة: 
مر درم صباشد :۰ 


زیرا عدون نقاط بررخورد دز مصحجحی سطح ازدرحات دہ و م مساری 0ر ج7 ایت 


جات 
و اہن نقاط ھمان نقاط ہرخورد منحنی مقطع دو سطح با كؤ ےه ساقت, 

۴۔ خم ھا و سطاوح موھوىی ۔ ھمانطور کہ نقاط موھومی جہت تعمیم 
کان بکار میروند بہمان ترتیب بررسی منحنیات وسطوح موھومی لازمهیہاشد . واینہا 
ہدو صورتث دیدم میشوئد . ٰ ٰ 

حالت اول ۔ معادلات اہن خم ھا و پا این سطوح دارای ضرایب حقیقی ہودہ 


- لی سشتی ان تج نقطاه حفیفی 


خمہا و سطوح دو بدو مزدوج میباشند . ۱ 
حاات ٹوم مہ معادلات ان خمہاو ہا ان سطو : 7 ضرایب موھومی مباشند 
ڈوان حال اک سفاح موھومی بات يك منحنی حقیفی روی آ سا وحود دارد. 

٦‏ بررسی نا مساو ھا ے ھندسه تحلیلی ہما اجازہ میدھد کە نا مساویہای 
دو و سە مجہولی را از لحاظ ہندسی ہر رسی نمائیم ابنك حالت دو مجہولی را در 
نظر میکبریم : ٰ 

مرف کنیم نامساوی ٭<(ئ, ۶)۶ )١١(‏ دادہ شدہ باتد میخواھیم 
بە ہلیم مختصات چہ نقاط |زصفحہ دراین نامساوی صدن میکنند . بدین منظورمنحنی 
٭س(ئ, )کر )٦١(‏ رارسم نمودہ می ہلیم کہ ابن منحنی صفحہ را بنواحی چند 
تقسیم ملمابد هريك از آین نراغی طوریست کہ میتوان از يك قطہ واقم ور ان 
غان قط4 7 ھمان ناحيه ہدون ا ممحنی را فطح نمابد کود با سانی ثابت 
میشود کہ تمام نقاط يك ناحمیہ (7) بک علامت مھہینی ؛۵ە کر مید مند . زبرا مثلا 
فرض کنیم کہ دو نقط ۵‏ ر او اقع در بات ناحیه دو علامت مخالف ب۸ کر بدھند . 
این دو نقطەرا ہا خطی بہم مربوطکردہ بطوربکە این خط منحنی () را قطم ننماید 
جنانکہ ٦ز‏ ۶ ہ4 ٣‏ برود مختصات ان توابع سوسته ازے بوده و این پارامتر از 
0 وت 


7 منمابد در سح )57 و )کر تابع لیو سن از کر شہدہ وبازا مقادیر یں 7 


دومقدار مات العلامه خوآهد ڈائشنتثت :سس ازم میا یں کہ درفاصلہ امن ان دومقدار 


وحلک زٔ احلیلی ١‏ ۴ 


و ٰ 

صفر شود بعنی دربك نقطہ ازخط ' ]3 ط تاہم رصفرخواعد شد وابن خلاف فرض 
است زیراکە خط مز ہور منحنی ()) را قطع نمینمابد . 

دو ناحيه را مجار ر ھم 1م ٹیم جنانکه ہتوائیم ازیکی 0-93-20 ی بعاور بک فقط 
2 دقعه ار محنی ()) 09 ہم برویم دو ناحيه مجاو ر ھم دو علامت مختلف بہ کر 
خو اعت داد. زیرا جنانکہ از (.)) عہور کیم (رصفر شدم و تغمیر علامت مبدھد . 

بس از ان معدم٥‏ 'قطہ در صفمفحة در بکی از اہن و اجی انتخاب 1 دہ چنانکہ 
( و رین )کر ممثبت باشد ان ناحيه عثبت و نو احی محاور آن مٰفی خواھند بود و 
ہاین ترتیب واحی از وس اک در نا مسازی وق صدق ساد تعبین میشوند . 
در مورد نا مساویہای سه مجہولی ہ حد(عرئى ۴ اق یت ہک (ھرسں متاگ7ر 
ٰ را در فٰطٰا در نظر 13 فِته و نظر آ نجہ کە در بالا گفتیے عمل میکنیم : 

بخش چہارع 
مکان هندسی 

٦‏ ۔ ۵ رصفحہ۔ مکان ھندسی مجموع نقاطی از صفحہ را گوبند کە دارای 
خاصبت مشتر (2 امم ٰ 

طرن اب ن‌تعریف ہر ای١‏ نکہ مکان هہٰدسی مطاو ب (با) منحنی (6) باقد بابد 
دو موضوع زیر را ثابت نمود . 

-١‏ ھر نقطه از مکان ھندسی (ر1) روی منحنی ))٥(‏ واقع بودہ, 

و برعکس هر نقطه از منحنی () خاصیت مکان (ر10) را دارا میباشد . 

برلی تعبین مکان ھندسی بطریق تحلیلی ہاید فہل ازھرچیز محورھای مختصات 
را انتخاب نمود و بابد ا 07۔٠‏ سہولأت محاسبہ وت تام بانتخاب محورھای 
ارات ات دارد. 


۰۷ - میخو اھیم معادذلات ہارا مر ی مکان را یب اما ئثیم 7 بدین منظور 


ہہ 
نقطه 31 مکان را در نظر 1 .َ پارا متزی را نیزانتخاب میکنیم اہن پارامتر اغلب 
اوقات معنای ری سادۂً داشته ومخثتصات م3 را ہی ثسبت بان حساب میکنیم 

۸ - میخو اھیم مھا د!ہ مکان دا ہئٹو :یم سطر (ق4مستقیم ۔ نقطه (ج, *) 5( 
غبر مشخص درصفحد را 1 فته وشرط لازم وکافی ہر ایا نکہ ابن نقطه متعلق ہمکان 
باشد مینویسیم بدین ترتیب سادا بانج و ہپ کہ از کات ارے تس ری شا :_ 

طار قه غیر مستقیم ۔ درموارد بکہ طر رشة مستقیم قاہل عمل نباشد اہن ‌طریقہ 
را میتوان بکار برد . پارامتر ۃ را طوری انتخاب میکٹیم کہ بازاء'ھر مقدار ان يك 
نقطه از مکان مر ہو طط باشد جنانکہ عملیانی را کہ برای تھتاز رد نآن تقطه ہکار 
میرود ازنظرتحلیلی بیانکنیم دو معادلەکە بپارامتر ۂ بستگی دارند خواھیم داشت 

ہے ( ۸ری )و ہے ( ری 8 )ظر )۱ 

ریہشه ھای این دو معادلہ مختصات نقاط مربوط بہ پارامتر ۂ را ہما میدھند . 
میتؤان ھەحنین مکان را نقاط برخورد دودسته منحنٔی کہ به بارامترے سی دارند 
3ا سی ان دو دسته منحنی ور ا و اتا گرفتہ و برای ہبدست اوریقع معادلہ 
مکان ‏ را ہین اہن دو معادلهہ حذف میکنیم ۱ 

برای اثبات ایر ے موضوع معادله دح( ,سج ۱ ۸ () را نتہحه حذف 
ہارامٹر 1 وم ت لیم : 

۱- ھر نقطە مکان در معادلہ )٢(‏ صدت میکند زیرا چنانکہ مختصات جب وو 
ار در معادلات )١(‏ گذاریم این معادلات ہک ریشه مشتراك ‏ لااقل خواھند داشت 
این ریشه ۸ پارا متر مربوط بە خمہای (ن6)) و( 0)) ےہ از ان شَُ صوؤ۵ء 
خواھد بود . 

ہے َء کل مَتتھاٹ آت در )٢(‏ صدق کند ہك نقطہ از مکان مبباشد 
زیرا چنانکہ ات آز ا در )١(‏ گذار :- اہن معادلات بلگ ریشه مشتر اک ز خوآھند 


داشت و ہاین ریہ بات منحنی (۲)) و بت منحنی ) اص کرت اه کرت 


8ت 
مر بوط میباشند یس این قط۸ 82 ہمکان خواھد ہود . 

۹ے حوابھای حصوصی ہا ہکارہردن ابنطر بقه بعضی اوقات رہش ھائی 
ک حو ابہای خصوصی نامبدہ میشوئد نید خدو اهنْک شٌلد . ۰" 

فرض کیم کہ بازاء ںز سے خطوط )٥(‏ و ))٢۶(‏ برہم منطبق شدہ وبالاافڈل 
رك جزء عشتر گ (38) داشتہ باشند مختصات ھر قطه (ق8) در (٦‏ صدق کً دہ 
رر ان سے متتان و کے جو شاللات (١)اضتیق‏ کت من آز ابنحال لازہ 
کان نت اتل ہکرھاال کا 5اگ سک 7 71 سای تر تار 
دھیم نمایش (8) را بدھد تجزیە شو د.. چنانکہ مکان را ازمجموع نقاط مشتركه دو 
منحنٔی رکا و )رق کنیم نمیتوان گفت کہ (8) جزو مکان نمببائمد و 7 در 
ھر حال جزئی ار أ نست کہ ہحواب خصوصی نامیدہ میشود . 

۰۔ جوا بهھای اضافی ے ھمحنن ممکن اے کہ در ( رر ) !ا عوامل 
اضافی پیدا شوند بطور بکہ هر نقطه مختصاتش ان عامل را صفر کن ولٰی بازاء 
ھمان امختصات معادلات (١)‏ ریش مشٹر تین برحسب ۂ نداشته باشند . منحنی 
وو تد رکا ھرنوت ھتہ گا تارج خاص نرہ ا 
عوامل ھمیشہ از محاسبات حذف پارامتر پیدا شدہ و برای شناختن جوابہای صحیح 
از جوابہای مخصوص و اضافی بطریق زہر باہد عمل نمود : ٰ 

جنانکہ (ج,1)2[ بحند عامل تجزیہ شد هر بت ازءو 7 ۱ حد| گانہ مساری 
ٴ صقر 1 فته و(ھ )را منحنی نمایش دھندہ 7 ار آ قرض میحکحیم . مختصاتث 
و تی از نقاط 7< ابن مٰحنی رادر (١ِ‏ کرای وریششه تر :. ان دومعادلہ 
را پیدا میکنیم . چنانکە اینرہشہ مشترك موجود نہاشدأن عامل اضافی است چنانکہ 
7 وجود داشته ولی با تغببر سو سو نقطه 1[ تغیبر ننماید آن عامل خصوصی و بالآخرہ 
جنانکہ رہشہ مشٹر لد معادلات )١(‏ با تغبیر ا روی (ھ) تغبیر نمابد ان مل و 


می نمایش ق کہ .2 ۸ جرء مکان خوآھند بود 


۔٣-‎ 

۱۔ طرفه چند پارامتری - دربعضی‌موارد پیداکردن بت پاراھتر ۃ من 
نہودہ و میتوان بجای آن چند پاراھتر منلا ہہ بکار بردہ و معادلات )١(‏ را بر حسب 
آنہا بہان 7 6ة بیز ایا نکہ فقط ہك پارامتر مستقل وجود داشتہ باشد باندک 
تمام آ ہا توسط ‏ ۔۔ ہم رابطہ ”۳م مربوط ہاشند . برای -۵۳۷۷ءا0"2" ردن معادلہ مکان 
ہاہد ہار امترھارا بین این ١‏ -- ہہ معادله و دو معاله )١(‏ حذف نمائیم . 

۳ _- مقا؛مه ۵و طر (قہ.۔ چنانزسکہ دہدیم دو طریقه نوشتن معادلات مکان 
ہصورت پارامتری و طریقه غبر مستقیم برای نوشتن معادله مکان تا ہدست 1 ردن 
معادلات (١ً‏ ھر دو بکی بودہ چنا یح اف إ حذف کنیم معاد لہ مکان و چنا نحہ تو 
را ہرحسب ۂ بیانکنیم معادلات پارامتری را خواھیم داشت . چنانکە حذف پارامتر 
عیبر عملی بنظر برسد بابد ھمیشہ * و ہو را برحسب پارامتر نوشت . 

آبصر ٥ہ‏ ۔ اگر 00 انور 0 ہے بھ بیشتر از یت ہارامتر مستقل 
داشته باشند مکان وجود ند|شته زیرا دراین حال ازھر نقطه صفحه دومنحنی میتوان 
مرور داد ولی بطور استثناء ممکن است کە مکان وجود داشتہ باشد و این ەوضوع 
را ہدین ترتیب میتوان توحبه نمو د که ھمشہ ممکن بست دو دسته سنہارت منحنی 
فرض نمود کهھ ہر منحنی ٹاہٹی گذشتہ ہاشند و این منحنی مکان مطلوب باشد . 

۴۳۔- مکان ھندسی در فضا ۔۔ درفضا عامل مولد مکان هندسی ممکناست 
خو اہ زەمله و اہ منحنی باشد در حالت او ل مکان ممکن سك ہصجحی ئا سح و در 
حالت دوم ھمسشہ بک سطح خواھد بود . انتخاب محور ھای مختصات قبل ازھ رچبز 
لازم بؤدہ و طرز عمل نظیر مکانہای ھندسی در صفحه میباشد . 

مثلاجنانکہ منحنی فضٰأئی تی بە پارامتری داشته باشد برای بدست او ردن 
مکان مطلوب کە دراین حال سطح است پارامتررا بین دومعادله منحنیحذف میکنیم 


۱ جنانکہ معادله ممُحنی بصورت بارامتری 


(۸ھ) برح (1,۸)وسحےئ و مہےد 


8ن 


دادهہ ابو ۴ا باشد بائد 7 ہ> را بین اہن معادلات جرف نمودہ وہا آ یک مینوان ابن 


معادلات را ععافلات بارامتری سطح ) ۵ ا ورضصض نمود کی 


خط در صفح4 
معادلهہ حط مستقیٍم ۔ در صمفحه دو محور قائم ج0 و پ0 فرض کردہ 


و و یا ‫ و ۰ ه٠‏ بجٹد ۰ : ُ 
بردارعای بہکہ و یج را رق ا نہا انتخاب میکنیم . تقحه آ1 را بمختصات ك وت 


فےٰ..4 رر را نات میکنرم 


ا سم خر خط مستقیم نا ار مات بصورت رت معادله درحه اول ٌ- 


.- شر معادلہ درحه اول ار 7 0ٹ نمایش بت نعط مسنقیم 
‌ 


سور نمایش داآدہو بر 
رامبدھد. 

طریقہ حاصل ضرب ۵اخلی - فرض میکنیم خط (10) از نظر ھندسی تعیین 
گکاتہ معادلہ ان را 
می نو ۲ و بعمت رن 
کس اھت سی 


20 معاد لہ دذرحه اول 





فرض حک‌ردہ ثادت 
میکلنیم کہ ماش فان ۰ یی 
خط مستقیم زا میدھد. 

مت اول سد خط ) 10) را کہ ار نقط۸ ۸ بمختصات وت ات نس تو 
عمود فٰ بر ذاز رو تصا وہر آن (ت 0 ا است گ ذ4 شرط لازم و کاوئی برای 


اانکہ زقط۸ )7 ×× الا روی ( )1 ا باشد آۓ ےہ بردار ] للا 7 ذر رابطه برداری 


جےه ج-._-ٗٔٛ چو 


ثھ(). مہ کے ات6 (١ٰ‏ 0ت 


۔-٥٥_‏ 
اثبات اہن بستگی !سس ار نفسار ھندسی حاصل ضرب داخلی وأ٘ضح بوےہ 75 
جار ین معادله مساو یغ آ] ل٥0(.‏ تد مسباشند ۰ 
بے جہ 
چنانکہ اہن رابطه را بصورت کارتزین ہو سم ق ت٠ت‏ ۱ س× ہے -- ١]‏ 0). دد 
7 ۱ ۱ ج - ہہ 
بودہ و بس از فرار دادن : سے سس ون ۔+ے ری سے ۸ 0). مم معادلہ بصورت 
۱ ںا لہ پوپ لہ ہی ٴ (٢)‏ کہ متعادلۃ 0 درحہ اول اشتثت در خوآاھد ای 
ڈسمت ذوم س بر کی معادلہ ذر حہ اول هأ سے زس ۔۔ 1ف ج۔ ہی را کہ 
۰٠ : 1‏ بی وی 
تر .- َو 5 ں‌ سس نماشند ور ص کردہ ) ضس )زا نصاؤیر بردار 72 میگیریم 
تخال کو یم مکان قاط ۷( کہ مختصأات ۱ نہا در إْ بن ر ابطه صدلدقیق کن ھمان 
مکان تقاط 7 است که در حی نوڈارق: ٭ سے ں۔ں -۔ل- ]۷۲ (0. مم وف کھت 
۰ ۱ ۶“ 020 : 
ان مکان خط (10)عمود به بردار ہہ در نقطه 1ا بطوریذہ : 
ہت )حشت ۱ 
ںہ ہے ہر . إ )) باشد خواهد بہوٹ : 
تبصر ہ 27 فا صا بۃم4 ار س<×ططل :2 جنانکہ 1 وًَۂ۲ را و یاٹ نقطغیرمشخخص 
لا در صففحه بگیرم وء را تصویر ) روی (10) فرض کیم طرف اول معادلہ )٦٢(‏ 
مساوی : ۹ ۲۲. وم سے [] 00).. تد - 0) لا ور سے اں لہ ا۲س لہ ہرم 
: و یت جر 0 لات 
شدم و اڑزڑانحا: ہپ -- ٣‏ 7 خواھد شد زیر إ) ءم تصوبر 
وت تو 
0۹ وروی ہ میباشد . طرف اول این تساوی فاصلہ نقطه ) از خط (13) بودہ و 
ک کے سم ۰ ۱ ه 7 
سوی اندارہ کاری ان سوی تب ں ‏ ہا ار حہت خط لسمت زقطہ ات ۱ 
طاریقہ حاصل ضرب خارجی ے خط (15) را کےا از نقطه (ہی )ھ۸ 
۱ : بیہسس .[.ہ ۱ ۱ کو 
میگذرد موازی بردار ( یی )ء فرض کردہ شرط لازم وکافی برای ا نکہ نقطہ 
سم تیب 
وہ تار تھ ات آ نگ تا 7فز سا سارف: 


ج ‏ _- جچ۔ 
۸ 


0۵ےے ->ےص 0 ہے )۲ 





سا ہج 


صلی کی کَانہۂ ابن 7 را ہصدورت کار کن ہو سیم 0 : 


(٤ٴ‎ 


لس سی کے ری ور حا وو- و آادزر 

کا یرت ہ سا لہ پوپ سلمربورم اعت ش از فران داذتا؟ 
ری فص سی مووسا پ 'سسایہ ٭ چا 
ار ْ 7۲ 
برعکس معاد لہ ٰ ٰ 

درحه اول : 

ہ٭ سس پں سلل ورس -ل.ے جوم 
را فرص کردہ پر داز 

را ہا تصاویر : 
گرفتہ -- 


کت ثیم مکان نقاط (٦‏ ش ۲٢٦‏ 





کچ مختصات 7 و بے ١‏ نہا اس ۱ ان معاد لہ موس کہ ھمان مکان مر است کہ نہ معأد ل۸ 
ج- جج مم . ج‫ 8 ' ۱ 5 
بر داری گر رب سے ۲( 0 4 صدی کے را رات بدۂہ عمود ومن (كے(ءحة مہ رام 


:- با میتوان گفٹ کہ معادله را بصورت برداری نو سه4 اہم حال در روی ہ0 صخے۸ہ 


جے- 
عمود مستقیم بٰ۵ ت قفرض شدہ سس نققطہ [] را بر یہی کو ُ 


کون :_ با سی پت > وت تہ ٠‏ 11 0 


باشدں ا نتخاب کر دم( ) زیم را رای ے زرب سک و ٰ ھمان ختط مط فب اثت 
8 ۴ قاں ق 





۱ ۱ سے 
پر ا و سی و کک 


واسن عمان معادله )٤(‏ مساشد . ختانک بر را مخالف صفر 
۶ 


فر ص کر ڑ ضر سب زاون اط ھی ٠‏ جرر زا حساب کنیم ىی یلیم کہ ادن مقد|ار 


مساری یت خواھد شد . معاد لہ خط در این حال بصورت : 72 ہل و نے چجد ہا 
ں 


ناوت 
بس از قرار دادن رگ -- و سے ہہ نوشته میشود 
٥‏ معادڑہ نرھال ہر 2۵م 7 برای ۱ نک دو معاد لہ 
۱ - بب ۔۔ پر ۲۔۸ گے 
و سے 2 سا و اس .لچ" 7 


یں - - 
ہاشند ۱ ینمی ٰ تی ۰ کے وہ تحت چدت باشد ۱ 
اثبات . چنانکہ دو معادلہ نما رك خط مستقیم را بدھند عطق عار شه اول 
دو بردار : ۱ ْ ٰ 
اک جے جہ _ جہہ 
و سا سم 'ی سے 'ہم 


لج 
2٤‏ رر ں سے یی لد مم 
موازی ہودہ و از جا دع زی و سم !سپ وبا 


ج- جہ 
72 سم 'ہم 
خواھد ششیں . اط فی چنانکہ ۸ زط از (ط) ناتنق 
پیسامش رت ہج مس 
یس اک0۸ اور سے پ۔۔ ۸ یر ۔-ے سس ںہ 
ہودم و ازا جا نیج مشود کہ و او حاص| ضر ںودوپ ڈدر ىك ض دس م۸ 
مساشند ,. 


وارون ان ےت وا٘ضح مساشد ڑا چنا کہ تمام ضرا لس رأكمعاد ا نما را 


کک 


جنا کہ صر ب اسب 7 ۱ مأو رئ انتخاب کنیم کە : 


٢ج‏ 
ات ستئ 7 و با : ١‏ صکوت :وو 
لت سا جج جج بک 
باعد دعادا ۹ (١)‏ بصورت : ۱ حم ھمح 0( .77 در ۱ مہہ وجنا نک ملاحظه کنیم کہ: 
نصاویر 7 گوسشاومسزای ھادی مماشند صورت کارٹز یی معادلہ و" 


ص ہے رک ۔۔ ٤‏ 87177 ل۷ ++ 008 ۶: 


خواھدشد ادن - معادله معاد لہ نرمالخط نامیدەشدہ ڑا بنحال( یر جب / 


دہ )١:۲(‏ سر انت 


: ے6 
فاصلہ بک نقطہ ارزخط درابن حال ۔ یسل و ہیں" وو) . ئ( سے |سث: 
ھر خط دومعاد لہ نرمال کہ بزوایای ٥۷‏ ور ۲ت سل۔ بآ مر بوطند دار! میباشد کی 
٦۔‏ معادلہ قعابہی طط مساقیم ۔ انگ 7را محور فطہی و(ہ )را 
۱ ۱ کت ٰ ۱ ِ ۱ ۱ 
مختنصات قطہی بردار 72 و۔) لارم ا را مخخعتصان قطبی نقطہ ۲( بگیریم ھر بل ازمعادلات 
بر داری 0 (۳) را مبنوان ہبصورت فطہی نوسَمه واتا جا معاد ۸ قعطبی خدط مستقھیم 
را خواھیم امت : مثُلا معادلہ برداری )١(‏ بصورثت : ٰ : 
ج_ ہہ 
ش0 ہے ڑے عسہ(0)) وم ںہ م 


و با: ور کک ی6 س-7.: )وو یم 


کی وڑ آن مم ممّدار 
ثسا بی و مساو ی 011 
بعنی ف۔اصلہ مبداء از 
خحط(ست نوشتەمیشود, 


میتو ان شہمحان ۱ ان 





ماد لہ 5 ۱ از تمدبل شض م۲۸٢‏ 


معادلہکار زین خط با استفادہ از دستور ھای تبدیل مختصات ہدست 7 ژ3 


۱ 
جنا نکہ إْ بن معادلەر إ بسط دھیم تاور تا ےر رن ہوا ہا ح0 ا 


۷ حفماوط مواری سے 9ص۸ ٦‏ شرط لازم و تای برای ا نکہ دو معادله : 


یوب و تو وت 

نیو وی تو رت 
نمایش دوخط موازی را بدھند آئسۃ 4 ضرایب اور ا متناسی باشند . 
اباقتے رای اانکے دو خط موازی ہاشند لازم و کافی استکە ضریب زاویہ 
ہای آ ہا یا مساوی و پا ھردو بہنہایت ہاشند . زیرا ضریب زاویہ ہرخط یك امتداد 


سم 


7 7 سے یس 
را فقط ئا ں نعبان فلز وہرعکس‌ھرامتداد ففط كت ضر س زاویەخواھهد گذاشت 


۰ 


او بس .. حخحال چنانکە دیدیم دو ضرہب زاوہە این دو خط بترتیپ: اگ و سے 
رئ ں 
بودہ پس شرط فوق بصورت : بت سج تہ وپا:؛ ہے گت ویا: 


32 ں 2 گَ 


بر لع ای واب ز سد رت و ) نوشتہ میشود ,. 

میتوان اہن شرط را بصورت : (وت+۔ جہ) اک وا وص نیز نوشت ۔ 

تبصرہ ۹ - معاد لہ ٥‏ حم کر 3 ہروپ لہ ہے شور ان گ۸ ھ۷۷۶۹" 
عمومی تمام خطوط موازی خط ہے سب سلوپ ۔ا۔ وی میہاشد زبرا نصایش خطوط 
موازی آن خط را دادہ وازطر 7- ۶ را میتوان طوری تعبان,‌کر د کہ ازھر نقطہ ے٣‏ ے7 
صفحة نیز 97+ د.. و بخصوص خط موازی خط ٹو کا از ممداء مختصاأت پت 0 
بمعان لہ ےپ رہل ٣ئ"‏ ْ ٰ 
خواھد ہود . یعنی 
چمینٔ لىمجەمیشو د ک۸: 

برای بدستے ‏ 


ا وردن خط موازی 





خط(مفرو ض کەازمہدا شٌش ۲٢۹‏ 
مختصات بگذرد بابستی در معادله ان خط مقدار ثاہت را صفر نمود . 

تبصرم ٣‏ -۔ ازأ نج گفتەشد نتیجه میشودکە برای بدست أ وردن پارامترھای 
ہادی خط ہ سے ےب ۔ل روب س ۴ء کافی انت کامخضات یکاقظد خطے دہ سے رو ں مل بی 
موازی آر ۱ کس ےم حعتااعشیات قطة - صے ب و ںہ سا 6 و یا نقطه بمختصات 
لم سے ہی6ے ےم درایلىی معادله صدقن کرد واز آیے اہن اعداد را ممتوان : 
پارامتر ھای ھادی 0ھ قرع 

مس بعر دک ھرظ ا کر گااھ جوکحبوظجووہن 


موازری امتدادی ہارامترھای ھادی (طرہ () باشد ۱ استکہ ہم -ے کا رر ١ل‏ ےج باشد ٠‏ 


نات 
۷۸ َ ما وط مح×صو سس -- معاد لە٭محور ٭ ھا س میباشد را ضر ببزاویہ 
ان صعر بودہ و معاد لہ ھر خط موازی محو ڑ3 ھا ے >> از میباشد ۱ 


: وو ا و ا ا کے 
5چ ر ٢۲‏ هادارایمعادله ہ -حے ی0 ودەضرہب‌زاویە اش بینہایت( 5 


مجیتے ھ0 2ھ 


27 


و معادله ھر خط موازی ان ام ے۲ مسباشد ۰ 

ساد اول با فریسان زاربه یں ةِسمتہای مثّبہت ۵ جورور ھا بمعاد لہ جو عثا پوڑ 

صریب زاویڈاشی ١‏ مسباشد معاد لەھر خخحط موازی! ں بصورت: ۳ سے سأ ہہ رو خوأ]ھد بود 
٤ ٰ‏ : ۰ ً2 ۱ء ۰ 

نبمساز دوم دارای معاد له س ۔۔ سا وو ضریب زاویه اش -١‏ و معادله ھر خط 


موازی 2 لثم سر لہ پ خواهد ہوک . 

۵۹س رسم <تواب معادلہ آن ۵ا شہ باشد ْ- برای رس پھر خط داشتن 
دو تلطہ آن کافی ہودہ و برای سہولت دونقطہ ازأ نراک واقع روی محورھا باشند 
مختصاتشان رإ حساب میکنیم نقطه و اقفع روی 0۶ از صفر 1 دن پ در معادله و حل 
ان سیت به ج بدست سا 20 و همحنین قط۸ روی ك0) از صفر کردن در 2ا43 
بسن مماید . مثلا اگر معاده بصورت ورال بس وور حرج باشد ور عرضی زمَ ط۸ واقع 
روی را بودہ و آترا عرضص 7 مبداء نامند . 

جنانکہ خط از مبداء مختصات 9 د کائی است کە نقطہهٌ از 1و ا پیدا:نمائیم ٰ 
شی ۵ مقدار نہ × دادہ مقدار هر دو ط4 را پیداکنیم ۰ 

۸۶ ۔ واحی مثبت و منفی اك خط ۔۔ خط (0ا) رافرض کردہاینخط صفحہ 
را بدو ناحيه عثبت و منفی تقسیم متمابد بر رحسب آ نکە مختصات گی از نقاط اہن 
نواحی معادله را مثہت پا منمی کون ان ناحیه مثبت پا منفی خواہد بود . 

فمخلین بابد ملاخظلة کردک چنانکہ از قطم ند غطا(مہ؛ پردار ل2 لا را 
ہا تصاویر (ہ ٠×‏ ب) مروز دھیم اہن بردار در ظاحيه مت وافع خو هد فور گا 
مختصات 1( بثرتںب ےہ ۔۔ جو ں۔۔ و بودہ و انکےے ابن مفادیر را بچلی بج وب 


در معادلہ خرط نہیم : ٢‏ سل آیم -ے (آات -۔ 21 ۱ لب ( لا 77ت سلہ 6٤,‏ ۱ 


7 پان 
خو|هد شد بس چنائکہ بیٹیم نتیجھ مثبت میباشد . 

۹ ۔ معادله پارامتر ی حط مستقیم - میتواات تنا معادله پارامتری 
خط را نوشٹت . فرض کی کہ خط (0) از نقطه ( ہزرہ ) .5( گذشتہ و دارای 
کگیرس رسای ھادی ( ربص باشد . چنانکہ (یمئع)](را بکی از ثقاط غٴیر مشخص 
خط وب سے م1 ,لا را پارامتر بگبریم از تصویر للا رری محور ھا و کی ھای : 

۲ 77 و یت و کت تی 
بدست آمدہ ودر تیجە : 21 ٌ_ وت لی و رن لع سر 
خواہند شد . چنانکہ مرو کوسینوسہای عادی نباشند دستور ھا عمان بودہ و قنعا 


' کچ ج- : 
دو انحال : وت تچ ےہ0 کەدر ا نبردار 7 ہتصاویر (یہ م۳ است خواھد ہود, دستور 


ھاى فوق را میتوان بصورت زٹرنیز اوشت : 
٤4 19 ٢‏ -ل 7 ے7 )ئ0 سل ال >> سن 
در این دستور ہام زاویہ قطبی خط فرض شەہ است . 
جنانکٰ خط ) )7 نوسط دو نقط لی ) گن و ) ٢ڈ‏ +7( ×۷ تعبان شٌلہ 
+_ ۔ ۱ 
راد میتوان نست تصاویر دو ترداز ۳ ٦١‏ و ٢9ا1(‏ را مساوی بارامتر ۸ کرفت 
در ۱ نصو ژزت معاد لان بارامنر و ےط( چجمین و آھنں سد : 


٠‏ وی 29 سد 


/ --ے سا جوا یھ یت وع سخ 
۔- پت ہیس ہے پل 
27 و ٣ا‏ سے 7 ىھت 
زا سا دی ٢۰۶ ٠‏ 202-03 


3ر اہنحسال ھربوط بنھاط ١ر ۷٠۲٢‏ د نات - زقطل۸ وسط ۲ ٣۰‏ ہر می 
۱ ہ ٴي رو ١ہو +١‏ خوآھند یو . 

۳ ۔ حول بہنھا بت ہے حھاو ط مو ھو ہی ے معادلہ خحط مسنقیم در مخّصات 
20 بصورت : می ا رں سلہ ٦‏ نس 3 ے بود. انگ معارلہ ہے ']ٴ را 23 نظر 


یز ام ان معادلہ بہمان صورت بودہ رڑ 1 ہم نما سس بل خط ر ْ مملدشظنں , معاد لاجر 


۱ پت ٰ 
از نظر نال ل‌سۂ معنائی نداشتھ 7- از زه ظر تح - بنا بتعریف کوثیم تمایش بک خط 
را مبدھثد ۶7 7 خط مکان نقاط ہنہایت صفح۵ بوذدہڑ ار سرحہت ار | ختط سنہارت 
ص مج لامنْٰد . 

ھء حجبن مبتوان اىن اط را حیں خطی دانست که ۰ بر خورد ٤‏ ہامحورھا ۱ 
و در یہ تمام اط ب4 سنا اضتے 7 : ولی نا باوجود تمام ابن حالات ما اہن اط را 
نظہر خطا ط معمولٰی حیحص۵ فرض د5ردہ ومنلا تم ہم کہ قراط و رت وق منٰحنی غعبر 
مشخص قاط هر برجو رد آن با سمل سنہایت مساشند ے- بابد ھمحنیں باد 7 سد کہ 


سے۔۔۔ :9٤ف‏ 


امتداد بن ختط عیا مشتخص مت اشد زہرا کے ضر ِب زاونه ان 3 


۱ت ہر 





خط موھومی خطی است که لااقل ہکی از ضرات ناد اوتا ن مڑھومی باشد. 
معادلہ ۱ نر میتواآن بصورت ہ ۔۔_ے ۸ زلم نوشت ۳٣‏ 6 نو|اہم خطی حفیفی بون و 
برای ان نتایج زیر را میتوان باد ا ور شد : 
برخورد ختما وط خر 0و وا کت خو |ھداہود. اہن نقطه رسک اعت ور سنہابت باشد,. 
وج ٣ت‏ وو ختط موھوی مز دوج در بر ز لہ حقیعی برخور : کات ۱ 
8ص۵ 932 خطبکہ دو نقطەموھومی‌مزدوجرا ہہموصل ثمابد حففی خواھدہود, 


ممیہما ُل سر ٭و طٰ رط مستظیم 


۴۔ معادله خطیکه از ِك نقطہ میگذر ۵ میخواہیم معادلہ کلی خطوطبکه 
از نقط۸(,؛ ,<) ,لا ٠ے‏ ند بنوبسیم ۔ معادلهخطرا بصورت: ہ-> وص ۔۔ یں جری 
گرفتة نقرط | نکھ إین خط از نقطه مفروئٰ بگٹرد | سنگ ٭٭ و + ہہ + ہب 
باشد چنانکە این دومعادلەرا ازھم کم نمائیم الضا٤‏ اتھانھند ےس کرد 


خواھیم داشت ٦‏ ھ سے ۱ وج-- ہت 7 لہ ) 6ی ا( ٤٤‏ معادل۸ مطلو بست _ 


اف 

در ان معادلادو ےب یز مشخص مبباشند . جنانکه ضر ہب زاویه را دخالت 
دھیم معادله بصوؤرت ۰ -ج) وع ہو و نوشته خواھد شد . 

ار آ وج کہ گفتہ شد نتیجه میشو د کە معادلہ خطکہ از نقطه ,1 عمود به 
امتدادی با نہ سینوسہای ھادی بروم ہباشد جنان ارت 

ردص اوح2 ریو عو اج 
چنانکہ زاویہ فطبی امتداد (۶,م) را دخالت دھیم معادله : 
٭ - م جوزع ( ہپ - ]حم مں ) 3-0 را خواھیم داشت . 


و نی معادله بارامتری خطبکہ ار زنػطہ ۴ مرڑژڑ کک ر دہ و عھمود رط 


و سے ںں س|دا و ں سلہ ڑم باغد : .۱ں ۔ل وس سد سس خواهھد ہو . 
۱ ت !مر سا رق 
۴ ۔ مھاٹلہ عموسی خھاو طبکە ار محل برخورٹ۵ دو خط تیگذرئد ہ 


اجتے 


اثپۃ2ہ حَیط _ چنانکە قط۸ ا اربرخورد رخ ہد سے 79 وہ () بدست مد باشد 
تعاس امذاضات ان لرومی نداشته ومیتوان 237 معادله خطاوط مفروض‌را نوشت 
این ادا ۱ ْ 

7ہ دوجو کرو اھ ارام کی کات قش 

اولاخط ٠‏ - () ز ح۔ ط از نقطه ,1 7ے زیرا کە مختصات این نقطه ۶ و () 
را سَلرعیکنة ثانیاً ان معادله نمایش ھرخط ۸ ,1( راکە از نقطه 10 9 خواہد 
تافوےور ا ان نقَطه کو راروی ان انتخاب کیم برای 61 اہن خط از ابن 
نقط4 299 اس 5 کس ں()ا زس "ا باشد . از اپنجاز را بدست خر جو تن 
نتم حهمعادلہ خطکاملامشخص خواهدشد وچون اہن خط دو نقطه مشتر اك باہ لا دارد 
نین متطبق ر آق خوآھد شد . 

ابات فوق در حالکہ ہے ں() باشد یعنی موثعی کە ,1 منطدق ہر ر؛ باشد 


قاہل قہول نہونہ ولی مبتوان تر ابن حال س5 1ئ ۰ 


س ات 

ہرأی ازہبن بردن نقغص فوق متوان معاد ل۸ ہ سے 0 بر سلہ ۳ را بصورت کت 
ہے  )(‏ از )٦(‏ نوشت : در این حال خط )٣‏ ازقراردادن ہ >ے ‏ ہدست هیاد . 
معادله خط مطلوب درھردو صورت چنانکھ لا نیز درہنہابہت باشد قاہل قبول است 
۲ خوط حاصل موازی دو تط صٍِ 0 درابنحال خو|ھد ہود . 

وفافلاٹ (ہ) 5 (٦‏ را معادلات نمایش نے قندہ با دذسمٰہ خرط نامند : اقطه "گا 
را نقطه مہنای دسته ناآمند . 

ذر4 .ےد جنانکہ معادله خطی دارای بارامتری ار درحه اول باشد اق خمطل از 
نقطه ۶ا نی حو اد گذثیت _' 

البات - چنانکہ معادله را نسبت به بارآعتر ۶ مرب کیم معادلہ حاصل 
بصورت (ہ) ہودہ و در سٌجحہ خادط 7 زط۸ ناہتی کہ ازصفر کردن ضر س ۸د مقداری 
کہ ان نہ ندارد ہدست ایی است خو هد گذشت ۳ 

۵م حےٴ ث ب47 <طاو طاب۸ہ از مماء مخاصات مگذدر ہلل جت 9رہ سم هر معاد لہ 
جبری ھمکن ار ٣۲‏ پ ڈو ار در<4 72 زمایش بر خدط مستقیم را کہ ار مہدأء رس ارت 
سکرت خواھد داد . 


معادلہ جن ے ) ل٢‏ ۶۸ اکررا فرض کردہچنانکہ آ را ار تقسیم کنیم نترجة 


5 : ۵ ےی 2 ۱ 3 

میسو : ) ا (١‏ 
.ا جَ وہر سس . ک 7 1 

جاک فرار دھیم : بصورت ےھ ( ام )کر در | دہ ادن معاد لہ 

جبری واز درجه مم خواھں بود پس دار ای مر ریش4 ۷ط پحد ر٠‏ مرنەمیباشد . برای 


ا نکە مختصات یك نقطہ در معادله اخبر صدق کند لازم و کافی ایق کہ ور کی 
ار معادلات : ٰ 

7 7 سے ہر ے۱ ۱پ ضس ہرگ تپ سا رق 
مسق گا ال او شائات فا ے گا را ک ا سا مات مگکثرت 


۔سص 


ذادہ ڑِّ ار ۱ نج 5مہ ثانث میشود :- 


و ھن 

آبوصضرہ ک قصية بالا دوقعی صادق اس کہ خوإو ط موھوری مربوط ہر سشّه ھای 
موھومی معادله نیز حساب شوند و ھمحنین رہشہ ھای مک ر ازھرتە راب خط 
در نظر کرت ۰ 

گاھی اتفاق میافتد کہ درجه معادله ہے (ہ,١‏ )کر باندازۂ و واحدکمتر میشود 
وابن برای ا لسٹ کہ (اورھ) ۶زندازاق آج درفاکترمیباشد , انف معادلف ےہ - (و,ب) کر 
بازاء ص" سے بن برقرار بودہ و در ہج دستهہ خط مر بوطٰه شامل محوز پر0 کہ ہایستی 9 
دقع حساب شوت ختواھد بود . : 

معاد لہ : -۰-- ) ہك 2 فواد(ے ضر ب زاویدھای خطاو طل ں سن3ؤہ بودہ وبرای 
بردستثت ا رذن 1ے ہایستی ڈ2 معادلہ دادہ شلشدہ ×- ۰غ و کور کے رو مود : 

5ھ ے ڈسثا دو خطی 4۶ ارمبداء مخاصات منگلدرٹ س چنین دستہ+۸ دارای 
معادلهہ بصورت : ہ -ے آپ ر) لہ وب تا ۲+ ٣٢س‏ ۸ر بودہ . معادله ضر دب 
زاویە ھا: 3 ہس ھ۸ _۔ا۔ پور ڑ٢‏ لہ ۲وور یج خواہد شد . شرطانکہ 
دوخطےکەہ زوسط ان معاد لہ نمایش‌دادہ ھیشو یں حفیفئی ادا نستکہ کے آ5 ے0 ۸ 
باشں : برای نک اہن دو خت[ بہم عموت باشند بارستی کہ حاصل ضصرب ضر سب راومہ 

ون ۱ ۱ ۸ 7 مر ط 

ھای ۱ متا مساری ١‏ ت باشد حال ان حاصل صرب مساوی اوک و دنر ہیں مود 


۸ : 
7 ×× و ا ہے ١‏ ۱+ ۸ خواھد شد. 


مرہور : 
۷ ۔ شرط ]ن45 سه خط متقاطع باشند ے سہ خط بمعادلات : 


ہپ کیاںں ۔ل میں ۔ل+۔ سس یم سے ,۲ 
مک یں یں .تو ہم سے پا 
ہ حجہں ا بومں سل سأ پر حر 7ط 


فرضن کردہ لے لازم و‌ کائی برای -.) ان ہےے ۵ سوا متھ اطم باشند ۱ نستکه ان 


”‫ ٭” ۱ ۵ 
وحد ٹی ۔ آحایلی ۱ 


ا ات 
معادلات دارای بت رسته جو اب باشند ۱ بن سُر طٰ ٍ ۱ چنانکہ ذرحز ثابت ...1 : 


+۹ “0٦ انت‎ 


٥ 


1 


. ٢ 90٢ ۰۲ حعت‎ 


وت امت ہرگ 
مباشد ۰ ادن شرط را بطریق 7 2-2 مبتوان بہان نموٹ : نکی و سے 7 نمان 
مخالف صفر بیدا نمود بطر قیذة : ْ 
٥‏ ,ِ۳ ۳ ۔ل دس ۲( ل۔ 3 7 

ار محل نلافی دو خاطل 0.7 7 ھ نرد س میتوآن معادلہ ۱ نرإ ہبصورت : 

ہے پ3إ )] سا ۶7ھ اک قلا دہدیم نوشت 7 ا معادلہ و‌‌ معاد لہ ہ ے خ٣‏ ] 
ھر ذو نمایش بت خمل زا دذادہ سو +10 سے ۳ ۷ ا ت ۸ خو هد بہوٹ 2 ادن 
ھمان کی مطلو رنست ژ پالکین جنانکہ ہی . 

٭ ۔-- +۳ رر لہ ×۶ پر .ل۔ 7 ۸۱ 
رتا شرط 7و سکھوزر ناقت ات ہاشیم میتوان اوحاھ ظار غ٢ا‏ ور راہ 
۱ نج ہج شود کا ان ھا ار محل برخورد دو اط ً0 و .۶ خواھد گذشٹتٹ ٠‏ 
نوشتن شرط فوق اغلب اوقات أ سانتر از نوشتن دتر منیان ضر اب است زیرا از نظر 
اورل ممکن اشست ان کی لازم را ڈدر بعصی حالان ید نمود ' 
۸/۸ معادلہ تمہ ار ۵و مہ منگذر۵ سے ۸ روت8ارادو قط۸ بمختصات 
۱ ىف ۱۲ہ ؤ٢‏ تب روڈ ہاو ا۷ را اقطہ ار ختمطل بمخۃّصات 7 و 7 رص میکنیم چجوں دو سی 
جم بت 

کہ ڈرو بردار لپ - ہیں بج سپ )۸ھ 7 وا او وت 9:) ۸۷ نمایش 
×َ امتداد را مہن قّں معادلہ خط کہ ار دو ماس ون خواھیم ڈاشثٹ:: 


رر کت لے 


۱ -٭- پ7 ٦١‏ -ََ 7 


وم 
۸۹ مہ سطاح وا مللتق: ے مللت 7 نل 0را کہ بت راس ق مبداء 0 است 
رض کردہ سطاح آن مشت ہا منفی اُست ہرحسب ا نک سوی ل٥0‏ ب4 ,][١؛‏ سوی 
مثہت ہا منفی دو ران درصفحہ باشد . جنالکہ دیدیم 2 ابن مثلث مساوی موّلمہ 
سوم حاصل ضرب برداری ,ا( ب0 ۸/۱ لان بودہ یعنی 


۱١۸۱ة‏ 6 ے89 


۱ ۱ ۱ 
8۳٢٣۰ ٢ 


٢ 
مساشد . حال 1 222 ش۴ آ( ,ا۷ زا در نظر بگبریم مساحت جہر ی! ن بت بامنمی‎ , 
اشت ہر رححسب ۱ نکہ 1 متحر کی دایرہ محبطی ۱ نر درجہت ( ,1ل ,ا ۲7 سیمابد‎ 
ادن دورآان در حہت مسبت ہا می دوران در صۂمٌح باشد ۰ برای میحاسبۂ سطح ان‎ 


مبداء مخ دصان را ب . آل میبرام نعحة میشود 


3 


5 ۱ ۳۱ - ٥ 7 ا ۔--‎ 
۱ پ0‎ ---- ث٥‎ ٢ و یہ‎ 
٤8ج لآ‎ ۱ 
: ١ ۱ 
8 - ١ ٠. ۸٦ ۱ : : ہا‎ 7 
09٢ ٢ ۱ 


جنا نکه محل دو قط۸ 7 1 نغمان ۵ شیم حہت ممبت روی داپر ٥‏ محیعلی سا 

تیر کرو و در یج۸ علامت : تضشبر خواھد کرد و ولی ار ز طرفی : نز ز میدانیم کچ 

چنا نکه مەىحل دو خطل بات د ہر منمان را ۶و ض کلیم علامت ان نز اآغمبر و اھد کر وا 
۶۲۔ گوشہ بن دو حط ہ ہیں دو خط ('ت 1ا ,ا) معمعادلات : 

ہے رں سل ہیں ساو یں ((() و ہے !اہ پان سلہ ۴ں (ر۸(() 

مساوی کوشا امتداد ھای ) ا ے) 7۲ رڈ () عموت نات دو ختط انت وار ۱ نیا 


00( 
بس شّشم 
مفچه و خط در فضا 
١ے‏ ٥ج4‏ 


. : ۱ 3 سے 
۹ ۔ہ مھاد اہ <4 ے س4 محورز محنصات قائم 007 و 20 و ج0 وس ہر داریدہ 


ج- ۔جچہ ہہ کی کر ۱ ۱ 
عو رو بترلیب روی اتا فِ رص کردہ ہجو وو درا مختصات نقطه میدیریم . 


١س ٠ 91 َْْ٠۰. ٦‏ 2 ۰ ۰ سح 
9ص۸ ریررر إ۱ ہر ای بات صح٥‏ در وِسٔا نظمر 9ص4 خدط قزر صفٰحه ا تب می لیم . 


9ذر ظر ص٤ٌحه‏ رص توسط ات معادله خطی ار وب و و یصوربٰ : 
ہس و۔ل و ںا لے پرو ہے ےو 
٠‏ 2 : 2 
نمایش دادہ شدہ و برعکسن ار فتعادلة خطی ار و 3و 5< کہ باپنصورت باشد نمایش 
۱ بث دح را خوراهد داد . 
الثبات ہے فرض کنیم کھ ۵یہ ) ۳ ا( از نقطہ ۱ بمختصات و و مر و ے" گنشتہ 
ج-۔ سس 
و عمود ٰ4 بردار 72 کہ تصاویر 1غ ولاو تب آند باشد . 


۰ ۰ آ۵ 7 پ2 ٦‏ ید 
شرط لازم وکافی برا نکە نقطہ م( روی ( ط اواقع اتا نستگکا بردار 011 
عت شس وت کھت 

و 1ئ بر داری : ۸/(). مم ے٭-ہ](0() . دہ )ِ۱( تق گنت جنانکہ ادن 
شرط را بصورت کارتزین بدُو سم : معادلہ٭حاصل: “لت وی لہ چ ںح -۔ بے نو سلہ کو سے (٦)‏ 

: ۱ سے ْ او 7 
خواھد شد زیرا ۵۵9 ۰ رں سا پوں سل سن سے ))۱ دم بوکشہ و ہر کسدب فرار داد 
- ۱ 


ج۔ ٣‏ ۱ 
اڈ لہ وب نے رو ہ0۵۸ مہ را مساوی ء ۔- گرفتەایم . 
و برعکس معادلہ درجه اول : رَےىوغ موک ومساوت ور ات تا از 


ُ۰ 7 ۰ ٴ' ٭ ۱ _ پوت ٠‏ 
ک ٰ جج لس ہہ 
ى را49 معادلہ فوق را ہصورت بردازی : ہے ۔-- ما0.. مہ مو رسیم 


( مس تہ 


حال 5وئیم مکان قاط [از کہ مع:صات رع ری ۸ آنہا درمعادله مغروضصض صدق ۔ 


تت- 
:ا0 همان مکان تقاط یو اھد, ہو 080 دز زمعادلھ ار داری ی فو یصدق 0 چنا نک 
ہرروی برداریبردار م یہ کھازھبداء 
مختصات گذراندہ ایم قطه 5را 
بطوریکہ ہے وت باشدِ 
نتخاب نیم وازاین نقطەصفحہ( 7 ) 
را عمودبه تہ مروردھیم این ص۸یح 
مکان مطلوب خوآھد بود , زیراکہ ١‏ 
ہر نان در رابط٭ برداری 


ہے ع جہ و , کہ 
۰1ے" سج م0 ٠‏ ہء صدذقیمہ - 





ابات ا دو قٔ نظمر اثبات٤صٔہہ‏ خطا درصفحہ ہمار بقیحاصل ضر بد اخلىی میباشد. 
۴ ۔ فاصله بکنقطه از صنضٛحه ہ چنانکہ ؟ء ل را مختصات نقطه (١‏ از 
سا بگیرہم و وزا تصوبر ۹ روری وج )۲ () فرض کنیم : ےج روز را می 


جے جہ ہم مج 


7 مو میں سی ۰۹" -. ل۸ 
نقط۸ 0 ار ص۰۵ی۵ ) ۲ ۱ را خواھیم ات : 
جس مت 
تمس سے کہ پچو سو ہے / اہ 
٠ ۳ ۰‏ ۹ او ۰ : 
سوی مت اندارہ ئا این فاصله ھمان سوی قعبت <۶ بی از طارف صمح 
۳ ے مھادل ٹرمال با <4 سے برای انکە دو معادلہ 


ہو سے ى ۔ل بر ںں سلوپ ۔ل ہو سی 
* سے 'و لہ پر اوں سلپ ان ہل سای 


نمایش 27 صمیی۵ زا بدھیں لازم ڑ‌‌ کافی اآست کہ ضرایب ۱ نہا با عم متناسب باشند 





کسہے سیر يجےےًٗہ-ی- سےہےہے ٠‏ 
سو ہب ہنشت +-ےے پوس وست- و را کا ‫ 


ئ " 5 ۱ 22 ں 


ہم 
اف“ 





2.9 
اشات این فضيه شربه بائیاٹ ص4 نظیر ان ذر مورد خطط در صفحه اس و ما 


ار نکر اْن ات خود داری میکنیم : 

معادلہ ترمان ہاگ صفٰحه معادلہ ایت کا ج8 ان : ے وك 
وبا انکہ ِ ْ ١‏ سے "رس ۔ل ٢ن‏ ۔ل ‏ یپ باشد . 

دراین‌حال 2۸ و ں و ہت 'وسہ تق ھادی عمودیی در ح4 بودہ وی دراہنحا 
نممتوان ۱ نہ را پر جسسیس ىك زاوبه ہمان موہ بلکہ ممُلا جنا نک زوابای فطبی بکاز 
ارام ادن مقادیررا میتوان بت ر تیب م٠‏ 08 بھی ر مم :نی 0 بی و !|ا مہ 021 

کو ۔ _ : 

اخضن از ا نحه کہ معٹیم تنج میشود کہ در حالثكغ 1 قائم 2مم ہحج4 ٢)‏ ا دارای 

بار(ھتر ھای ھادی وٹ ار بب مسماشّد گرسترسرائ ھادی مر بوطه را متا مقادیر 


2 








سے تک کے سے لا 6 در پےدست کہہے سج جس رچ الا موسر سج ٰ 
ا ود ار ا آرں سلہ کیج لے ٢ی‏ ۷ ۲ ا ا ا ای 
کرفت بدین ترتیب حا قائم ھربوطه4 ھمسوی بردار(ص رت,ء) راستادار شدہ و 
نا سف2 27 نجر اکادار کاسمعا ٰ 
٣۴‏ ۔ ٣اوث*‏ وو :2 گوشہ دو ضوح راستادار (۶) و( 18) غیان کرش 
بن قائمہای مر ہو طشان بؤدہ و در نٹمحة : 


توموجچی سی و مہ ٠‏ ہے ۷ ونم 


یم و کت و 


میباشد . شرط عمود بودن دو صفحد :کے او سا اوں ح۔ می خوآھد بود, 


لبصر ٥‏ 7 معادله ٭ہٴ سے ہ6/ سا ل7 پل ٢ل‏ ا ں0 -ا۔ جن کہ 0و000٣۷ِ"ھم‏ مقادیر 

نات و 7 بارامتری مماشد نمایش کایدصفحات مو ازی صفحہ ٥‏ --ت ج رج ۲ل 07 سل ےم 
را خوآھد داد زہرا کہ امم أ نہ عمود بوه امتداد ثاادت ا رئٗاورع ا مماشنفل صۂحی۵ 
آخر اذ مہدا ا اد گی ند ئا جڑھار ہ اس تر و نت آ 
ھ- ور ۸ء مضخٰلنا پبر نخفید رر ۵مم جح ابس جا رج وه ےد درو ەہ-حء در ف 


چنانکه در معادله صفحۂ معدار ثادت زاحذنف کنیم معادلهُ حاصل نمایش 





۔۷۹۶ى٢‎ 


7:. کہ موازی ھمان صفحه و ار مبداء مختصات رۓغم کھت خزاھد داد ۰ 


صیوںم سم 


ار ۱ نحجکا شرط مواری ہودں دو صۂْحہ نیز نیجحۂ میبشودو ان ا 


لم ل‌ 4ف 





) ٰ ٌ 
ںا 2 ٤‏ میا سک . 


رت 


شر ط ا نک صمح ([) موازی امتدادی با بارامترھای ھادی (ء,ھ,ہ) باشد 
أ نستکہ . ٰ ٭ سم" رب ۔ل۔ من لہ سے یم ہاشد زیر کہ اہن سے ہما نشان 
مبدعد کہ صح۵ ہ سے وںں ۔ل۔ پژ0 سا۔ بح ار نعط ڑے,ھ,هہ) گنشتہ و در سشحه 
محتوی انا اہ 72 کا انل ایت دنت نیت َساشك 

۵- لواحی مثبت ومنفی كصفہە4۔ بہمان تر تیب کە درمورد خط درصفحہ 
0 رشدیم ناحیەمثبت ھ رصفحھ ناحیہایست کەعلامت : و۔ل یں لہ روں ۔ل رز 
ہازاء ھر نقطه ان مات و نج جو ناحيۂ منفی خوآھد بود, 

معادله صفحۂ کہ ازس نقطه مھ ر 8 ر٣‏ و افع روی محورھای مختصات گذشتہ 


باشند اورک ۰ ج ے ۸( و جم سے من ۲ جم سے 0۳ بائند 


چ لآ آ78 7 : 
سد سم و -ا۔ نت ٰ "* و اھں !و تھے 


٦‏ ۔ صفحات م٭صوص - ختانکا ذر معادله فوق ء را بہنہایت کیم معادلہ 
حاصل دارای ء نہودہ ونمایش ص٥حة‏ موازی محور ء0 را خواھدداد یعنی ھر معادل 
درحھ اول از پ و نمایش كت صفٰحه مواری ء۵ را در فضا خواھہد داد . و بہمین 
در اسب است برای صفحات مواری محور ھای 27 ُٰ 

مکاح یٹھاھے وقوات فص 77نا داراف ات 
وع ضر ا کرو ا وکا یو ک کو اہی وط کے ۷ وک پور تھی سبائید: 

۷ ۔ صحہ ببنھات - صفحات موھومی معادله ھر صفحه در مختصات 
ھمکن بصورت : ہس ۳ی سال للا ںں سلہ ۹۷ں ہدرم بودہ معادله مھ ے ۴ سر 
روا ضررت سب نتر ہی ار ان اوحود 2" از یحاظ ھندسی مفہوی ندارد 


و 


لیم اہن معادلہ نمایش صفٌحه را مبدھد و بہمان دلامل کہ در مورد خدمل 220 


کر 

باد ا ۰ شدیم 1 یم نمایش صفٛحه ہینہایت وہا:مکان نقاط بینہایت فضا و ہا حد متا ٰ 
کە نقاط ہرخورد آن بامحور ھا بە بینہایت ہروند خواھد داد. 

بہمان تر ےار ثیم نقاط بینہاہبت ھرمنحنی فطائی نقاط ہرخورد آن ہا صمحه 
بینہایت ھیہاشند . 

و ہمحنین تقاط بینہابت ھرصفحۂ خطی خواھد بودکە از برخورد ان صفحہ 
ہا صفحه برنہابت٭ س ٦‏ بدست میا بد اہن خط را خط بینہابت صفحه نامند . 

ظ ر صصح موھڑمی ۰1322ءە",) ہصورت: ٭ سم پا۱ے "۰ڑ کكە نزات ر 6 تو بم 


خطی سیت 


7 ھستند خواقد داشت . 


ا نتیجچه میشو وک ھر صفءحة موھومی ٰ شامل بث خط حقیقی خواهد بود 
وآن خط از برخورد: ٠ھ‏ ہس پڑی ہدست میآید . وھمجنین 
دو صفٰحہ موھومی مزدوح دارای خط حفبھغی 0 فوق مبباشند : 

۸- صفحاتیکە از يك نقطہ ثابت میگذارئد - معادله عمومی صفحانیکہ 
ا الات وع وی ےا وف کو 

حور سور وس یں سس موہ سرت 
میہاشد . البات این نی سادہ و شسه ہاثبات دستور نطر ان در مورد خط در 
صفحه |ست . ْ ٰ 

خنانک ڑھہرم,.ہ سے سہای عادی امتدادی باشند صفحۂ کە از نقطه ١,‏ 
مود بان مروردادہ شدم باشد بمعاد ل۸ہ ) ھ۵]ھ0)( لہ( ) لہ 7 --ی ) چ 
خواھد ہود . 

ٰ چنانکه نقطه ۸۷ ازبہرخورد سه :صفحہ بمعادلات : ەحپز( صحھ۵)ػ ‏ .ےہ 
زین آ ند باشند َال مطلو ب دراہنحال:. ھ سح ازس لہ ر۔ا۔ازنۓ, (م) 
کەدر آن ۶٤ء‏ سپ غبر مشخص|ند خواھد ہود . اثبات آن شبيه بالات قضيه مر بوطه 
در مورد خط درصفحہ مسساشد . 


مات )۳( را شک صفحه نامیدە ونقطه ۲[ را مبنای ےکر 09 


ت ت 

بمعادلات 0 سد نج سلہ ب سل۔ ا ۷١پ‏ سل بن و ہے ۲ 
پر ٢‏ جو ہو[ ۳+ ون لہ سج سی سے 

لد سی ۔ل بج ہو لہ ہیں ۴9+ ٣‏ ہیں سے م٣‏ 

ٰ ہس پو ۔ل بڑ یں ۔ل۔ پور سں ۔ل سے ہی سے ٣‏ 
دارای نقطه مشتر اك ہاشند آسيت> ہے ۱ 


۹_-۔ شرط آنکہ چھار صفحہ متقاطع باشند _ شرط آآنکە چہار صنحہ 


دے اگ 

ان نم۸ ان مگرزاشت در فاصله نزدبأت وہا دربینہارت باشد ۰ اہن شرط 
رإ ممکن اٰست بصورت : ہ- ٢ 0× ٰ۸۲ ۳٣‏ م۸ سلہ ۲[ مز لہ 7۸2 نمز نوشت ۱ 

+۰۶ ۔ صفحا ب5٤ہ‏ ار مل ٢‏ “یی ممگظذر لد ہے اط مغروض را فصل شتآ 
دو صفحمه : وہہ ٭ سم ۷ل) گر وہ جنانکە مانند حالت خط در ٤ح‏ 

0 کے نے ٦‏ ۱ ۱ 

استدلال کلیم سد میکبریم ک4 معاد لە کی صفءحات مر بوڑر: ہ -ے 9۹ غء ہل 70 9 

ڑ‌‌ 5 : ہس لا ؛) سا ۳ء( (ہ) مسےاشد : 

صفحات ( و (ہ) را ژسث4۸ہ صھییہ و خط نات را تج مبنای ں ب۵ نامند۔ 

شرطاآنکە سە صفحه دارای خطظ مشتر لے ہاشند _ شرط لازم و کافی برای 
اانکہ سه صفحه دارای بك خط مشترك ہاشند اکا بتوان سھ عدد بۂ ؛ 7۲۱۶۸۲ 
۰ سے ۱ ۰ 
بید| نمود ہطورینّهہ ظر سہ با عم سر نو نہ رد در وی : 

ہے ۳۳۲ مج( ا ٦‏ "۸۷ لہ ۱٦ے‏ 

عذل كت . اثبات این قطيه شبيه ہاثبات قضیه شمارہ ۸۷ بش قبل میباشد . 

9۹ء ساد فصو ا ازیو اقة مکنارداے بد قمل پممسام کن 
تل ,۰ ٭) ل( ر“ ( از بل ام ٠٭)‏ ااےػر ( ,٢٢٣, ٦٣‏ +ڈػ)ء۔لل٭ 
فذرض کردہ معادل۸ سصش۵وىیۂ را ہصورت ھمگن : ظ ےت اج _لہ۔ ا رر سل۔۔ ب0 .لہ کے 
ایز میگبریم ۰ 

چو 2 سصؤذہحه در ہور ار ہںسںلأہ نقعله دوی جج بس مختصات ۱ نہ در معادلہ 
سج4۸ صدق کردہ و ار ۱ نا : 

٭ عبت ۷ء ہل لص ۔ح۔ ٣-۔ےہ‏ ہار 


ھ٤‏ لے 


سے ٦ء‏ ۔لہ ٦٢‏ .۲ت ۲+ ار 
ہے ۳و ۔ل سر سں لہ ماپ لہ صہے 


میباشند علانکہ پا بج ٤‏ سصع اج را بش ابن چہار معادلہ حذف كنیم دنرمنیان حاأصل' 
مماد لہ نی کے ہر سذ اقطہۂ 0020 خواھد وٹ 

ٰ ٭۰٭×٭ ۴× 
٦‏ ١ر‏ گا ْ ۰ 
۷٢‏ پل م١٢‏ ہہ 
۴[ نما م۳٢٦‏ ٣ک‏ 





چنانکە مختصاتکارترین معمولی تقاط وردسۓ باقند ععادله بالا بصورت <۔ 
× ٰ و لا و 
ٰ ےی رت ۴ط 
[٦‏ پڑۓے )رو )“ 
٦‏ جھ ہو لت“ 


نو مه خواھد سیف جنانکہ بکی از نقاط درہینہاہت واقع باشدکافی است کہ 0غ مر بوط 
ان را در معادلہ بالا صفر دثیم 7 ہہمین طاربق تہج میکبریم کە معادلہ سيَة کے 


از نقطه ۸ گنشتہ وھوازی إ[متداد ھای (ء 4١‏ "کت 1 د‌ ) ِ را اہ ا بامد . 








خواھد ود . ان در منمان را بصوربت : 
ْ ہج 
ٰ 7 ورس ۰وی ہف 
٤ 72 0‏ 

7 0د ج٤‏ 


ا ہہ ہہب 


نیز میتوان نوشت . 
۹۳ لئے سعاح ممُلٹ فصضائی ۰ چجفانکہ ۸ر سماح محصور در مجنی مسطح 


) ۲۴)( وافع در فِئۓ و 9 تصؤ ار لین سطح رڑک یج بات سے 
۷۸ ۵۳۵۰م ۸ھ ےُ۸ 


یج کے 

کہ ات ۰۷ کیٹا بین وی د'ھ اآست برفرارمیہاشد., زاوہه پ رانیِز ممکن 
است زاویە بین دو قائم مستفیم برصفحات گرفت . چنانکە ۶:٥‏ ۰ء را کوسینوسپای 
ھادی خط قائم صفحہ راستادار (8) وم۹ و بوڈ و 87 را تصاویرسطح 8 رویصفحات 
مختیصات بگر یم ما ھائ : 

8س و5 58.7 ہے چی8 
برقرار بودہ وجنانکه ان را بقوە دو رساندہ وباھم جمع کلیم ۱ دستورکلی ٠‏ 

سد ( کم سلہ ٢س‏ لہ کے ) ٤ھ‏ سس ۲ وق ۔لہ ۲یق لہ ۲ رق 
را خواھیم داشت . در مورد یك مثلث فضائی .۸,۸ َ× طبق شمارہ ۸۹ چنین 


خواہیم داش : 


21۱ 2ھ‎ ۱ ۱ 2۱ 0 ١ 

۱ ٦ 
5 اہ س2 وی خ یئ ۱ پ72 ٢ل و اچ‎ ۱ 
ک٣۳‎ 2-۳ ۱ ۱ 2 ۳ ۱ 








ْ ۳ ۔- حجم چھار و ٣ی‏ ۔ ح<عجم ھرچہار وجہی ہا ھرم مثلث القاعدہ ہك 

سو حم هنشو ر‌ ناش إلقاعدہ ات ک5 بہمان قاعدہ ڑ‌ ار تفاع باشں سم ھر ھمسدّو 5 

مشلث القاعدء لصف حجم متوازی السطوحی شر کہ از بالہای ۱ ت0 س اہ شود : از 

۱ نج مم ھر چہار و ہی سان سششم چم را جن سو اری السطو جحی حجو هد شں ۔ 
۱ سے جہ جہہ ج 0 ' کت 

حم متواری السطوحی د4 رری سه بردار ىیخۓیم ساخٹہ سود جنثا: ٰ4 نتم 

۰ . ۳ از کت اوت ۰ رو ۲ ہے سے لی نا 

مساوی حاصل ضرب مختاط جوہ 1 ہودہ و اندازۂ حبری تا صست : 

منفی است برحسب آ نکە سه وجہی حاصل ازاین سە بردار مستقیم یاممکوس باشد. 
: ۱ ج ہج : ۱ 

(شہ ۱"( : زہرا حاضل ضرب' يىص۷/ کے ارحمبت فدرمطلق مساوی سطیح حاصلازاین دو 

برردار بودہ رو ار ۱ نا حاصل ضرب مختاط مساری حاصل ضصرب مساحت أم ۰ 


۱ ج-۔ جن لسم ۱ 
متواری الاضلاع ق2 آاصوبر وروی ء٠‏ ۸ 6 وا روی عموت ہت ان دو بردار 


ا۷ی 


ْ کر اعد شد .. پس :مساوی حجم متوازی السطو ع از حیث قدر مطلق شدہ ,و علامٹ ‏ 
ان طڑے سی وی ار فص آ نا 0 و 79 در ہکطرف 5 تتتد طرف ْ 
صفوند 7 واقع باشند سو یا آنکە دو سہ روجہی پ ”موہ 
(., 2ء 2۸ ) ہسسو باباسوھای مخالف باشند . وچون سە وجہی دوم:ہمسوی 
سه وجہی مقایبسهہ است پس نتیجه میشود که سه وجہی ( 4 84 ( نیز پایں 


ہل تی“ 
چنالکە دیدیم اکر ا ۱ 2 تصاویرے و 20 تصاویرم و کر ا 1 


۹ - 
تصاویر ء باشند : 
ٰ نو ئک تھا 
مل ٭ ت× اعے(ڈءم۸ۂ۸).ے 
7> وو اوہ ایک 


إْ ۱ كِ 
: .و 
ہم 


بہودہ راز انجا حجم چہار وحہی ( ھ4۸ ,صھ .۸ ھ ا( پر حسسی مختصات این زنقاط : 


ہب ۹ ۱ ۴ 7 
2 )ھا سپ 0ل رت تہ پ رع کل کت | 





٦‏ ج2 ہی ا 


-, 
ِ 
۱ 


سے ) ئے 





ْ 
ِ 
: ۰ 
ہے جو سے پا لم ری کے 
5 ت ٦‏ وو ری ات ا 
ٰ 
ا 





بے مو پ رو سس وو پر سے ہو 

پھے پوی ں ىد اہ ا ری ۳ . 
حسم ۱ 

خواہد شد . دراہنحال برای ا نکہ حجم مثبت ہاشدکافی است که ۸ درناحیهہ مثبت 


سح ( ھ۸ ۰) کہ درسوی ( :۸ھ +۸ ھ۸ ) راستادار شدہ است واقع باشد . 
٢‏ خط پر فضا: 


۴۰ ۔ے.ھھاذلە یك خضط در فضا ۔ هرخط ( 100) فضائی را میتوان‌مکان برخورد 
دو صفحه ([)ر( ۶) دانست راز نحا 900,2 مجموع دو معاله : ٣‏ 
کت رت ٥ت‏ رر ہر ہر ںہ 
حاقت ولی ہاید یاد 5 زََقن گ انتخاب ابن دو ممادله اختیاری است زیرا بہنہایت 


صفحہ :ممیکن است:فرض کرت کہ دم مر ورضی را تہ لے بر دأ٘شت4 بائند . و رو صوصن 


جا ٰ 
چنا نک 0".۰.233 با را عااف دو صفحه اصویر 2 خاظ روی سحت ۔مختصات 
ا ہم دستگام ی مثلا بصورت : 
۶< چو لاچ رہ ون سد آج )۷( 
کهە ورآان مھ مر وچپار مقدار ابتند خواہیم داشت . این وو معافله ۔معادلات 
صفحات فر ت خط روی 07ء و 00ھ بودہ ترا قش امت کا خط مواری 
صفحھ 0 نباشد . از 07 ھای بالا نتبجه میشود کہ ھرخط در فضا توسط چہار 
بار امتر کاملا مشخص خو ى شد ۔ 
چنانکہ ھا یموازی صفحه وداج باشد برای تعیبن ان سه صقٰحه سو ویر کنندۂ 
آنرا رز وگ کے مختسصات مینویسیم : 
اس 9 سس رن سلہ پو ان لہ وا رحس رہ 
ٰ سااہ تا ہت اق 07ک اش کر ا علق نتر 
ابت در معادلات )٦(‏ ہدست میآبد زپرا از برخورد دو صفحه ( ظط)ر) ,)کہ 
ہمؤازات )٢(‏ و ('ط) از مہداء مختصات مرور دادہایم حاصل میشود : 
سک ہو اں مل پان سا جو لس ٭ بج ب۔ لس پیاں ساس یپ 
این معادلات را میتوان بصورت : 


نیز نوشت وازانحا سن میشود کہ میتوان مقادیر ) - رب اہواں )و ( ایی یں ) 
وو(سوں۔۔ سم ) را پارامترھای ھادی خط (,10) )او ا(0 و رک 

۵٥ھت۔‏ معالات ہار امتر ی عصمل در صا ۔ عالت اول ختببل توسط یك نقعہ 
وامتدادش نعیین گشتہ اسََینٌ 

فرض کنی مک خط () از نقطه (یھئ ہو ظ) ,8ا گذشتە و دارای پارامترھای 
ھادی (ء ہت 7 ا( ہاشد, مختصات پکی ازنقاط آنرا(ع٭, ی, <) 1 فر ض کردہ چنانکہ 
نسہت تصاویر دوک بردار ۰ و ( ,)را عویسیم معادلات خط در فضا را 

۔ 2 20 ,2.,2ِ2َ-2. 4۰1--2 7 


37ہ دی سے یصو 


2 ۳۴7 7 ٣ ٠ خواھیم ذاشت‎ 


نے 


مص 


چنفانکە سرت وی را سارق و ٹر اردھیم معادلات بارامتری خط را ہدست 


خواھیم ا ورد : 





او ہوکو مو .و 
در این سان ۱ اگ ۷ء کوسینوسہای ہادی باشند و سے 36.31 بودہ 
و کرت نماہش مقداری متناسب تر خواھدداد. 
ٰ حالت دوم خط توسط دو نقطہ تعبین گت اس وو قاه مفصات 
۱ یںھ) گے (ڑی چو,ںھ) لا فرض کردہ معادلات خطہکە بر این دو 


لہ ہے از ار ار دو ا3ن سن سے پمس سے بی سس پکی ص گر ۱ وس پور سد 


و ۲ ۱ ر۱خ ہپ سا سس 
در معادلات لوق ہبدست ا مصدہ می : جا تی انت سے و ای کک ک ماک یں 


۷۹9ھ سوا ۷ -- ۳ئ 
٠‏ کے" 1۱ .ے_‫_- بے 
خواہیم داشت . چنانکەہ .. نسح“ ٭فرار دہیم دستکا 
زا حلے انظد شس سسمہےے سے ژے"۔ سید ر- رر ُ“َ لامیرہیے ت 
0 ڑ‌ 0 ۱ ۲۔۵( ۲ 


رسہ7 پور لی ہک عوا ران ہے 
- جح 7 سے پو "اھ ا بر 
رس۔۹ / ل١‏ 


۶ خواھیم داع 
٦۔‏ فاصله رك نقطہ از بث خط ۔ فرض کنیم -- از نقطه ( 7۔۱ 7۰) ,1( 
کتَفنۃ و تارق ارام رغای غاای 7ص 272 )ناف 
.-- میخواہیم فاصله زقطہ ل2 یں ):31 زا ازاین‌خط بدا نمائیم . ہدین منظور 
کن کت ات ترردسرنتاکا ُ 
اط ھت مز 7 ۲ کت آد اسین 


در نظ رمیکیریم : ھینٹاٹ قائم 3 ٰ۱ .ا : 
۸خت ۰ے 1و سے ۸1٣‏ 
٠ 2 ٠‏ 


ے.<..._._. ٣‏ 
ق2 ہیں تج ,آ۸ 


ت 


۳ تحت آ )بل 


و ازطرۂ یی گا بر فاصلہ 7 ہ اڈ ئ َےَخَٰ ۱ شض ۳۱ 





کے وہ 
عمود به خط (ت1) کە از قط۸ )۸۸ ھ"ھ0“"“ است ھیباشد ابن فاصلہ : 


لم ےت ۰+ لس )6+( ممنا اس 7مک 
۶ ا و سے 


بودہ و در نتیجه پس از قرار دادن اہن مقادیر در تی فوق و استفادہ از رابطله 


ھ2 محدور ذْاصلہ مطلٰوب : 


آم لم لہ سے 


7- ۸ھ ھ4( ہے ئ0 ٢+]‏ ا( 2-رج)ہ-(۱۔ ۱۷۷۷۷+ "[ (۱ۓ- وو)ء-۰-7۱۸؟) غ4ا ے چ 
جو هن سے 


۹ 


ہس هفثم 


حایرہ 


ك۷ ۔ معادلڑہ دایرہ َ- دایرہ (٢))‏ زا کت 7ں 66 با و بشعاع 8 قرض 
یھ ساقء ملعا جو تحت تا 
کہ معادله دایرۂ درمختصات قائم ا(ست ندست ما بل . 
ے 


)۲ ہس بر حا و ٢‏ بریس(" ٢‏ ا کر کھدرآن ۳زز ١ن‏ .ام سر 


ختانک معادله (١ِ‏ را سط ن ظہ 


ئ 





فرار فان ہو ات خواھیم سے 

وبرعکس 5وئیم ھرمعاد له کہ ہصورت (٦(‏ باشد نماہش یت داہرہ درصہحہ را 
خؤزاھد داد زیرا جنانکه ۱ ×٦.‏ مم لہ پر سد ال بر معادله داده دہ 
ہصورت )١(‏ درخوآھد آئت واہن معادله نمایش ہك دایرہ پور کے کر یڈ وبشعاغ !1 
رامیدھد . ٰ 


سم سم 
شرطا نکہ بن دایرہ حفیفی باشد ۱ نستنکە .ت23 ای و مرج 2 ہل مم باشد ۱ 


ٰ پت 

چنانکہ رت ۲و ین ہائد شغام دایرہ موعوی ہودہ معادلہ (۷) _ 
بازاء ھچ نقطہ حقیقیٰ سک نکردہ دایرہ در ابنحال موھومی ساقلہ ٰ 

وچنانحہ ٰ ٭س بر ۔ ٢ج‏ ہ ]ت باشد شعاع دایرہ صفر ہودہ معادله داہرہ 
در ابنحال : ْ جارورسمذدالوضوہ 

وع ۱ 7- )ا 9و خوآاھداشد . کت ان فتَاداغ نمایش دو 
خی موھومی مزدوج راکه ازبكک قطہ حقیقی میگذرند مبدھد . این دایرہ را دایرہ 
شعاع صفر نیز نامند . 

۶۸ ۔ت چنانکەدیدیم معادلەھر دایرۂ ازدرحە‌دوم بودہ شرطأً نکەمعادلهکامل 
درحه دوم جس و ہر او حر نت ا وق و ےر رز وے )٣‏ 
نمایش یگادایرہ را بدھد ا نسنکہ ہس 8 رر ٥‏ سيھ بائندزیرا دراینحال 
معادلہ (۳) بصورت : ھ سح 8 ڑ۔لہوچوڑہ لر(ڑ ١‏ ۔۔ل(٢‏ 8ل “)ھ۸ ٤ِ‏ 
در آمدہ واین معادله پس ارتقسیم ہر ۸م بصورت (٦(‏ نوشته شدہ ونمایش بت داز 
را خواہد دارم . ٣‏ 

وہر عن چنانکە معادله )٤(‏ دادہ شدہ باشد میتوان 1 | بترہب ہصورت : 


وھ گل کا ل2 7 02 ے۴ ا 
۸ -+۔ ک ۸ ون ك ۸ 1 نو ىسا ٰ 





٢ ۲ ,/.-,00‏ 7 ۰حہ<- ٣۴‏ 
وا : 7 ن سم [ ار سل۔۔ ظ0 سل- ہے سل۔ سم ا 





رر ا 0 07 : 
ک نمایش یگ دایرہ و کن 5 سے و تن وی وشعاع ْ مسج سس اہ سد ےھ 10 
را میدھد نوشت . 

٥ ۱‏ معاد ڑ1 پارامٹری دایرہ ک5 ارک موقعمت قفا ا را روی دایرہ 


قاناواے ۱ ٰ عوست ۱ 
ار 7سب راو ہہ ۷ بر دار لژںت) تعبین کنیم معادلات بارامتری دایرہ بصو رت : 
817 )[1 ہل 7ر سد ۷ڑ 6081 لہ ۷م سس من )(م) 


ممان بر دایر و خط مماس ؟۲ٴ 5( ہر دایرہ در نقطہ 8ڑ کہ ہا مختصات فوق 


-حص۸۱- 
سے ۱ ۱ سم 
دادہ شدہ باشد ا عموت بە ]مر بودہ و بارامتر ھای ھادی اك 


06 801 پ] ۔۔ سے (۔-+م ) ٥0٤8‏ با ر صم ٣083‏ ,7 سم (--.۔ مك (١‏ 4 7ط 


مساشند .سس مبتوان مقادیر (م٭:طت یر مم وھ --) زاکو سیمو سہای ھادی لیم 


مماس مثنبدت گرفتہ ذ‌‌ معادلہ مماسس زا ہدیدصورت نوشت ِ 





را سو کی رت ےی سا 
ٰ ۲ 808 0 1 -_ ۱ 
و یا: ٭ے بآ[ -۔ پم" وریھ (ق --پر)۔ م ۰م (س یسں) 


دادہ شدہ باشد باسانی میندو ان د بد کہ معادلہ مماسى در نہ ) 7 را ) مل 
کے رد 


ررہ7۔-ئو) کے _۔ سے پ۔پو و اد ٭ سے (فغس) ییوس)۔۔ 0)۷ ×سم") 


خواهد شد. این دستوررا بطھورت دیگر نیز میتوان نوشت بدہن منظور طرفین آ2 ۱ 
بارابط :سے ۳ - لس ہو) لہ آزورو) جمع کردہ و فرمول : 
٭ے آتطے (و-ئ)(م-ر)۔+۔(مع)(ھ۔-ء۔ھ)_ ل(تا 
را جہت ھماس برداہرہ بہدست خؤاہیم . 2 
٭ڑ ہے قوت زم ات بدا رہ - 8ضمة 5 داہرہ ()) بمعاد ل۸ : 
٭ بر حم ٢ریم‏ ۲س آو۔ل۔٣‏ و )٢(‏ وقطہ(ہو, ,٭ )۶ را درصفحہ 
آن فرض کردہ قاطع ط ابن دایرہ را در نقاط '31 , 1 قطع مینماید حاصل ضرب : 
اباتت گرسٹر سپایق ھادی ز۶ ۶را(يی,ہ) گرفتہ معاد لہ ہارامتری اەن 
فاطع ہج ۔ ر سو و .ہسوسو میہاشند مقادیر و مربوط بنقاط 
برخورد خط ودایرہ ازحل معادل: دسے(ع و یں٥ك(+‏ جح )عر کہ درآن 
(و,ج )حرطرف اول معادله )٢(‏ میہاشد ہدست آ مدہ ریشە‌ھای این معادله درجە دوم 
برحسب م مقادیر ]۲ و '][7[ خو آھند اوت 
برای بدست رن حاصل ضرب این رہشه ھا ہایستی ضریب'م و مقدار تک 


۸ت 
به م بستگی ندارہ یداکٹیں, ؛ س از بسط معادلہ فوق بآسانیٰ دیدہ میشود کہ کے 7 
07 پل بودہ و (پوم, )کرام خواہد شد: وچنا نکه دید میشود ۱ از 
رت جو سینوسہای قازی 7 یی لداقتة و فرت قطلاط نت بدار وعضامیقفو' 
ھیشون ا نجا دستور رر راحرثں وت زقطه خواھیم داشت : 
تس - برای بدست رك قوت ٰهطة فس تیذا و باہں در معادلہ دابرہ 
کہ ام ان ان در 1ھ" ف نوشته شدہ و ضریہب 'ھوّئڈ آن انا أت ہ_اشد مختصات آن 
نقطه را بای مختصات حاری معادلہ فرار داد . ْ 
۹ ۔ محور ای دو ۵ایرہ ۔ے دو دابرہ 
جو ہی اوت ے لاہ رد ہیٹ ۷( 
سے مرسل۔ و ٣‏ بر ام ٦‏ ۔۔ آرو۔۔ آب سے0 )۸( 
فرض کردہ مکان ناک۸ داع فی سر تائ ودائن باشند دارای معادلۂ 
کر سے ہو !مم پ بج "یم ٢‏ و د ات مر رو وق ۷ مم یں" ٢._-ہ ٢‏ لہ لا 
و یا مث ارس پر ساد وق سج ) ۰+( سم ٢)‏ 


گوس اتا بک خط است بودہ و ہآسانی دید میشود کە اہن خط عمود بامتداد : 
((|ػك۔۔ٴھ) ٦‏ و (ق۔ ٢)‏ یعنی عمود بە خط ور کن ھای دو دابرہ ممباشد . 
این خط ازتقاط برخورد دودایرہ نیز گذشتہ زیر |اکہمختصات این قاط آزحل ونتگاہ 
فوق بدست میا ند . این خط را محور اصلی دو دایرہ نامند . 

چنانکە دابرۂ دیگر سے ٥‏ را فرض کثیم محور ھای اصلی ابن سە داہرہ 


دو بدو دارای معادلات : 

٭ إ) -- ان ٭-ے "0 - نم ہے ٴ0 -- 0 
بہودہ جنانکە طرف اول ان معادلات را با ہم جمع کنیم ر رنہ صقر میشود وار ۱ نج 
ھمانطورکە در شمارہ (۸۷) گفتیم ان سہ خط از ہك نقطهہ گذشتہ و این نقطه را 
کی اصلی دس۵ دابرہ امن 


-۸۳۔- 


برخوردشان میہاشد : اگر در ا 00 بستگی : 


۸ ۱ لے امہ ئن در 
"0310 دہء .0'5 ۲۰( ن ۲-۔ کیو 'ں ۔لہ ون سے ہرا0 
۱ ۱ ۱ ْ "تن ۔.۔ ۲پ[ ۔ل ۸۲] 
را جسیم و 3 را فِاصلہ ن0 بگبریم : . کر موہ ٠.۱‏ -- ۷ 00 


خوآھد شل . چنانکہ معادلان ڈو داہرہ را بصورت ) ۷( و(۸) داِسمه ہاشیم ۰ 
(٢‏ ہ-) - ۲( 0" م6) سے ٹر سے ؟ 27 کر ایم لہ ہر ۴نس ٢م‏ - ۲ آ0-۔۔ ٢'8۔لہ!چزڑ‏ 
ْ ا یا سس ا ای خی یکا من ہت 
1و رسک و 7 ٢ل‏ یم ىم:٢‏ 


07 7 یجا ۲ مس سے 60 جم ای ا رف سے پا 08م - ازھد شد ۔ 
6 لی 7 یا : ڑ۶ ْ 





۴ ۔ دوایر عەوث ام ۔ دودایرہ وٹتی ہم کا زاویه سنٹمان قائم ٰ 
باشد و نا لازم میا ید کە : ہة سے ۷ یی_ی و با: ۲٦ر‏ ۔ل۔ آپز -؟٢‏ 8 باشد. 
درابنحال شعاع 1 عمود به ڑ )) وھمحنین شعاع 1 عمود به ()) خواھندبود, 
قوت نہ 0 سبت ۸ ('ن)) نبز ۲خواهد سد . ۱ 
قضيه ۔ اگر دوداہرہ عمود بہم باشند قعار غبر مشخص ھ رکدام از ا نہا دایرہ 
2 را دردو نقطہ که بادوسر قط 0.27 ہك بخش توافقی را میدھند فطٰم ممنماید, 
زہرا چنانکە (6) و () 
؛رھم عمود باشند. 
عیب نے 0 اعت ٢۲‏ ہے 


4اظہ ۸ک ات 0037.۳ 


بودەواز ا نجا ۲۸ مزدوجتوافقی 





نشاط ۵ و ۳ مماشند و رع ا 
اگر ا2 و ۶ مزدوج توافقی نقشاط وخ 
3٦ )‪‏ ۹ ۰ او ال ۴ 
7 و ۱ ر‫ سیف بسہطی در برفرار ہوذہ ژددڈڑ دابرہ پر 5م عمود ۰ 

7 قوش )( ا و (()) بر حسب عَْعاد لات )۷( د‌ )۸( دادہ شّدہ باشند شرط 
عمود بہودنشان : ار ساہ ۲م سم م۲٢‏ سا ”یم یم ٢‏ خدواھد ہود ۔ 

۴ -۔ نقاط سکلبك _ خعاوط ایز رپ ۔ معادله دابرەرا بصورت(٢)‏ فرض 


-۸5۔ 
1 دہ محل ہر ہو رد آن باخط بینہایت از و شٹن معادلہ بصورت عمگن و جح +--ے 1[ 
کردن فان بدست میآبند, معادلہ حاصل بے سے ۲ 3ا۔لہ ×٢‏ .کہ بدو معادلہ : 
٣‏ سے ٢و‏ تلیاصتً ال 
تجز یه پذیر أست نو شتہ سو 7 تا نجا نتمحه میشو د کەمختصات شتت نقاط بینہایت 
دایرہ (ےء,١)‏ و ڑ(ھے-۔,١)‏ سشّلەو دیدە ھیشود کہ این مخثصات 


۴ 
گی دشرا جن 


اەن. تقاط کہ موھڈومغی ٣ر‏ 8وج اك بنقاط سکل ات ہا نشاط سشہایت دایرہ مو سو مند : 


خط ایز ٹرب خطی است کہ ہر ہکی از تقاط سكلہت مرور نمابں ۱ بدینٰ اثرمب 
هر ختل ایزٹرب دازای ضر بس زاوبه 3 سا یا -ے خو |ھد بود . 
از هر نقطه صفحه دو خط ایز :رپ کت د . اہن خطوط چنانحہ این نقطہ 
ن ۱ 


حقیقی باشد موھوعمی مزدوج خوآهند بود,. 


مھھ۔ وھ بھی چوس چھ چو ۔چھمسچچ 


ٰ -ص۸6۵6۔۔ 


شس ھٹم 
7 


6٥‏ -۔ معادلە کرہ - بنا بتعریف کر ہ مکا ات نقإطی انگ کا رك نقطة 
( ر, (ررپإ) )موسوم ہمر یف ْ_ فاصلہ باشند سی مفاد ۲ هر کت (8) بشعاع ۶ 
در مخلصاٰت قائم ۱ ۲( سے ٢(یر۔و)‏ ۔ل۔ ۲( ق -- )لہ ۲٢(مم‏ -) (١)‏ 
ہودہ چنانحہ اہن معادلہ را 7 دھیم معادله حاصل بصورت: ٰ 
ہے (٣‏ ۔۔ رہ ۔۔ ‏ وی٢‏ س ت م٢‏ سے ٦وہ‏ الہ فا )۲( 
کیو آؤد کو سو ریو لملھےنجچٹر ہورم 
اکا صورت (3ا روح ا کر کسی مح ا2ھ ,)و شعاغع 
ے ہہ سلہ ٢م‏ ۔ل ٣‏ یم سح 3۲[ 
سی نمایش میدھد , ار“ ن شعاع لم سک است حقیقی ؛× ھوھوئی و پیاصفر باشد 
در حالت آخر 1 بند معادله نمایش کر ہ شعاع صفر را میدھد . چتان گروواسحکن 
امت يك نفطه حقیقی وباب مخروط موھوی 7 س ب) فرض نمود. قاعدہ ابن مخروط 
داہرہ موھومی ہینہابت میباڈد . 
٦‏ ۔ 8ضيہه ۔ شرط لازم و کافی برای ا نکہ معادله کامل درحه دوم : 
سے 7[سل۔و''(] ہل '(] ۷۔اس ص.١۔۔-‏ روا ۲ر8 ٢۔-‏ سپ ى۳7٤۔-‏ ۸۸۷۷۔٢‏ '۸۵۔۔۲ ن۸ 
تما بت ہرا بدھد ا ستکا : 
ہ٭ -ے 'وڑ ۔ ١ڑ‏ - ط و 7ج7 7۸ ۸ر باشند : 
البات این قصم۸ ش4 باات قضيه مر بوطه در مورد داہرہ درصفحه است و از 


ت رات ان حود داری مہشود . 


صم۸8۔ -۔ ٰ 
۷-۔ معادلہ پارامتری کرہ ے ضانکت رای تعیین موقعیت نقطه 1)٦‏ واقع 
رویکرہ (8) بەرکز ٥‏ زوابایقطبی 0 و ص بردار 001 را بکارہریم معادله پارامتری 

گر را خواھیم داشٹ : 

زا ووں ٦إ‏ ۔ا۔بر حور ھٛ ببزم/ بژن ٢‏ ۔۔ؾق دب م دہ ( بجع :(-۔وححجھ (۴) 
ٰ ۸ ۔ صفحہ مماس ہر کرہ ۔۔ معادلہ کے را بصورت (۲( رض کردہ نقعلہ 
(2,ععجم,0)۶)رارری آت میگبریم مخثتات قطا+ عیر مشخص خطب؟ ۸ ار این نغطہ 

گتتساقفی سر سلہ بج سے خر سمیھ سلپ سے ٣و‏ حمرے لہ و سے 
کە در ان زمبرھ,م) کو سینوسہای عادی ان سوا خواھند بود.. مقادیر م 
رظ ظطاطار خر رد ار اط کرت رازہ اق گکاحر ترق برشا7لا[٢اراست‏ 


آ(س-۔عو )ےل قب )مل (یر سج )ے] ٢‏ سے پم 


امت ہکی از ۱ نہا: ہے و - و درف 


خواھھ بود . چنانکە پء را مساوی صفرفذرض کردہ یعنی خط مز ہور را مماس ہر کرہ 
شرط: مےح(رو)۔۔(قئ)ء+(م۔ج)ء ہودہ واز ہررسی ان 
تریح۵ میشود که امتداد ( ر4 2 کہ ماس کی اسثت عمون بامتداد و ول 0ن ) 
کہ امتداد شعاع کرہ ہا خواھد بوٹد ٠‏ یس از ۱ نحا ات میشود کہ ھر خط مماس 
ہر - ە در نقطہ )۷ در کو صفْحه مماس ہر ٌ ٥‏ در نادمہ 0 نامبدہ ھیشودو اقع 
ہودہ و معادله اہن صفحہه باسانی نیز نوشته میشود و أن چنانکە ۱٢‏ ۲ : 77 را قطۂ 
نا0 صفحه فذرض کیم : 

٭ ے (ر-و)(جو--72) ۔رئق --برا(پ۔- لی ۔ل(ے سدو)(ی×5) (ی) 
خو|ھد ہود جنانکہ ملاحظہ کنیم کہ : 

۱ ٭- ل ۔۔ ت ٢ون ٢‏ وی ٢ ٢‏ لہ اس سلہ کس ۱ 
است معاد لہ (٤‏ بصورت : ٰ 

4ے 0 ۳+ [(.٠.9۱۔۔‏ رو ]ہہس (ں لہ پا )سے (وسلہٍّ() م6 سس لا ساس لح جم ک۶ (ہ) 


یز نؤشته خواهھد فو 


ئ00 
احال فرض کنیم کەصفحہ(م) از قطاثابت (۷ھ,ی,ھ) ‏ نیز گذشتہ باشد یعنی: 

م٭“ت ۵ سج (اھ) پر ۔۔ (و۔ل۔ وم سس (ج لی )عم سج لہ وای۔ لج 
باشد این معادله ہما نشان میدھدکە نقطه ) را بنوبه خود میتوان درصفحہ ثابت : 
* سے ا( .لہ ( ار 9) ہر ( مل )0م ( و +۔و) پا ے ہو لال سی الہ اح 
فرض نمودہ و از آ ین نتیجه میشود کە نقاط تماس خطوط خار از نقله ثابدت 1٦‏ و 
ھماس به (8) در صفحة کہ رصفٰفحےھ قعاہی نقطه 1[ موسو م) است و اقع مبباشند . مکان 
این خطوط مماس را نیز مخروط مماس بە کر ہ نامند. الہته اہن مخروط موقعی وجود 
داردکە ‏ خارج از کرہ باشد . ۱ 

۹۔ قوت نقطہ سبت بکرہ - اگر نقطه ) رٌا خارج کرہ فرض کردہ 
و خط سک۸ از أك گنشیہ باشد 1 دمرادر دونقطه ۶۱٢‏ و قطاع نماید حاصل ضرب 
)ءھ۶ ہستگی +فاطم نداشتہ ۹ ط8 ٥وت‏ عطا00 فس اعتائتہ 

بہمان ترتیب کە در شمارہ پیش عمل کردیم این قطیه ثاہت شدہ و نیز نتیجه 
میشودکہە : 

0 لے لو ہے نو ور مہ ا کے ہے آ ۔ل- ٢ج‏ سے 0۲ ۱ (١‏ ےے مز 

مساشد و ہو ٴ2 مختصات نقطه 0 فرض شدہ ائد . 

صمح اصلی دوکرہ بمعادلات ھ سے 8 و .سح '8 مکان اقاطی است ک۸ ہت 
ذو کر بیكقوت باشند معادله ابنصفحه ٠‏ سح '- ق8 خواھدبود مکان نقاطِکه 
نسبت ہسه کر ہے چ ہے 'چ ہے 8۷ دارای یك قوتند خطی ےتور 
بان سه صفْحه اصلی ان سه کر ے کات ند 1 فتۂ شدہ بامند زہرا معادلات این سہ 
ور روا 830ر و ات 57ا ہ - بج ۔۔ 8 
بؤدہ و ازجمع کر دن طرف اول این معادلات نتیحەمیشود کہ اہن سەصفحہ برخطی کہ 
نقاط ان ہت رہ کن ھم قوت ھستند خو اھند گذشت . 

وہہمین ترتیب دہدہ ھیشو دا کہ شش ضْمحه اصلی جہار ەکر ہ از نقطہ دکئز 1 


کہ کت اصلٰی چہار کرہ مەوسوٌ است میگذرند ٠‏ 





وو 


۶۰- معادلہ داپرہ در فضا 2 ھردایرہ ذر ضا از ہر خورتد كت و رأتَاصفحہ 


و ہا ار برخورد دؤوکرہ 0+ ا یك و وا حا هر دایرہ فصٰائی توسط ذو اذا 45 


پکی از ۱ نہ ازدرحہ دو سستاشد نمایش دادہ میشو ق۔ ‏ 
زاويه ذو گر زاویه بن صفحات سائنا نہ درہکی از قاط برخوردشان مبباشد ۱ 
۱ ھےِ 7 ۰ 2 
دو کرہ را ار ھم عمود ات 2920 زاوبه سسْشتن قا؟مھے باشد 7 شرط عمود 
یودن دوکرہ نظہر عمود بؤدن ذو داہرہ در ص۵ٰیہ بصورت : 


َ ٭ل ڑم سد ) یا تن 2 2 ۸8٢‏ رم ً۲( 1 5 


مچھ ۔چھ یھ ۔وھ مہم جو جچھ سن 


اک 


نجس ہم 


ختط.مہاس ۔ صفح4 ممہاس 


۷ _ے۔_ مماس ۵ی ضا4 درصففحۂ کہ درا ں ذو محور قائم 7 و )و( 
انتخاب شدہ است منحنی (])) و ھمحنین یك رابطه ہن نقطه متغیر ]( واقع روی 
ان ‌‌ بت بارامتر > فرض کرو اک ذر مورد مشٹق ظطہدسی ا ہداز ددم 
9 ۱ ج 2 ۱ 
بر دار 001 تابعی ار بودہ وار ۱ حا تصاویر ا0 ؤ ك۳( کہ مختضات ان نقطهائد 
نوا یىی از 7 خوآھند بود ۰ ممحسی آ( (١‏ کہ ہدین ٹر ہب شخص شود چنانکه دید یم 

. 9 ۱ ہد 
بصورت بارامتری تعبین شدہ و ھودو ثراف بردار ]0(1 میباشد . 


عت 
تا × برداری 0 ایک نیش کقتیم دارای مشٹتق ھندسی بودہ و تصاویر 
کے و مو ےھ نگ : کی 
ان مشتق رسب ہر 
۱ عت 
ہے ج ×ت (٥0)ہ‏ 

2 

امتداد انت مشتق مماس 7 نا)بودهہ فان ١‏ نحا مقادر لس 

بارامترھای ھمادی ممای خوآھند ہون : اسبت 


: . 7 و رت 


زاو ب۵ مماس مماششد ۱ 


ا نا ھر اہ کی " 





ھساوی ہک بودہ و چون تصاویر 720 و لاک 


و‌ با مشتقات تصاو ار 001 ند س 
وو ۔ل آہر یی - 0۲ ا نے "کے 


-۹۰۔- 


بن (05)>_ 


مساشد : اک بجای مبمیی 2 وس ی5 را متغیر 9ك سی مشتقی ہد مسا وی 
6 


رت ری ھمماس دہ وتصاو ار ان ےگ و کے کت انا عت مماسی کہ 


تر سدوی ةوسہای ضصعودی انتا اہ لوہ اش 4200 ہود . 
چنانکہ 2 زاویه متانی 5 بدین ٹر نیب راستادار گلماسشست با محور 7( باشد 
یح گ۷ 
و - ١)‏ 


پم ت رج سہم ےہ پم ینم سم ہ۔ 
بے گے 


مسماشند . 7٦‏ اط مماس ر ۱ لیم ھماس یا 2 0 000 
س چنانکہ دیدیم 8" مماس ہر (6) در نقطھ (ئ۶یرئ) ھ چنا نکه و 
ےت 9 اط اد رھد وس 
دک موی زوس )سے سی زوا رہ عواقم یرہ 


چنانکه معمادلہ 2ئ بصورت ٣۴(‏ ۳ ی7 طرش ت٭اتك عتوان 2 را بای * 


پش 
إنتنخاب ک7 درا ہنحال 7۰ رب راو به .2 7( ےک وا ومعاد لہ ماس ٔ. 
۸ 
0+07 نرته فرک زی 


۳ سن مماس بر خم ھا منی کە معادلہ ان سبت بیکی ار مختصاتش 
حل نشدم باشد ۔۔ معادله منحی رابصورت:  )٤)(‏ سے (وئٰج)ر فرض کردہ 
چنا نک ڑا بر حسہب ٣3"‏ سان کیم معاد له بصو رت )۳( خواھیم داعثت ضر ب زاویه 


عو ار شی مھ بودہ ولی ھمانطوربکە در جبر ثابتِ میشود : 
گت سر بودە واز جا معادله مماسى ہر منحنی :)٤(‏ 
کے رر ٦پ‏ ک7 و سوا براقا 
کہ رات ر گھزو ررقت تزئیی حر بت بھ وب آند خو اھں شد . 
۳ - نفاط مخصوص پامکرر ےپ معادلہ بط ان کھ وه سارہ من 
برای تحت سے ( زج )غر باد اون شدیم چنانجه ف و 2 ہر 7 بازاء 


و ھی 


شارت زمماه اٹ صفر سو ہی معنائی لات وچنان نقاط ر‌ ۱ قاط محصو ص اتک ز‌‌ نامنق 


-۹۹۔ 
رک٥‏ ۱ رر مر و 


یا تی2 کت وہ 








کے حالتمکہ سو یں ہر ۴ رو ۵۲ دوم ۰ 


ہہ 
ری 
ٴُ 


منحلیمرورانکر دہ خواہ یك نفطہ اہرخورد دوشاخہ 0-7 أ َ نقطہه باز گشت 
خواھد ود . ۱ ۱ ْ 
شر تا ات ٣‏ دو شاخه ماحنی در انتا 2 سض 
باشند شکل منحنی در 7ت نقطه عموعاً شکل(١) ٥٣‏ بودہ وا لی ممکناست باتکان 
(٢)ء(۳)‏ ء۔(4) نیز درا ید . 
بس مختثصات عم و ہو یك نقطہ 7 انل 0" ۲ 
ٰ سے (ال,ج) ا ہک (ھوھ) )۱× گھھ " ہت (لڑ, ص )حر 
سیت آ م3ق و الہته ادن 7 ٦‏ معادلۂ دومجہو 7 ظم مش٥‏ دارای حواب نخواعد 
ہود . چنین نقاط را مکر : اڈ مرتبه دوم یا نقاط مضاعف نامند . 
چنا نک می بینیم ھ ر قاط غبیر مشخصی کہ از ہت نقطه سادہ 38 مرور نماہد 
ملحنی ر ا در بات نقطہ 11 فطاح نمو دہ ودرصور تک نقطلہ مضاعف باشد ھر ثاط عبر 
مون محنی رادر دو نقطه منطق ہرم تم نمودہ و بطور کی کر بند : 
ٰ نقطہ 1( مکر زر‌ از مر آ۸ بر میباشد چنانکه ھرقاطع غبر مشخص کہ اذات نقطه 
مروز نماد منحنی ر ادر بر نقطه منطبق ہبرھمان نقطه فطاح نماید. دربن این فاطعہا 7 
خط وحود دارد کہ محنی را هر کدام در ۱۔- مر نقطه منطبق برھم فطاع 0:2000 
و اینہاا ھمان تر مماس نقطه 5( مبباشند دی کانگاة ور موق 5:ئا:وزیاد ر شدیم 


مم تقات جز ئی تابع حر بازاء مختصات بن نقاط 7 هر نہ ١ھ‏ ہو صەر خوآھند ود : 





شر 
و ھمحلین کت است که نقطه سکزر ۰ در: بینہایت واقع باشل . 

۹ ۔ ن قط4 مگزر در مہدا۱ء: مۓ2نضات: ہررسی بلگ: زقطہ .- نظ مکرر : 

٠ ۰ 5 1 21‏ 01 ہ8 ٦‏ لے 2.7 
بود ں آنو طمضٰيمن ہدست و ردں مماسہای منحنی وو ات زط۸ چناندهہ ۱ ان نقطۂ 
در مبداء مختسات باشد باسائی صورتثت کر ۱ و 9صٰہ4 رر را در اہن مورد یانا ور 
میشوم : جنانکة نقطه :در مہداء مختصنات نماشد بایں.مبداء مختصات ر| بان نقطه 

منتقل مود . 

ا - چنا نک حملات کس کون درحه بت معاد لہ حنری برجحسی :و79 
آردرحہ 7 ام باشند مبداء مختصات. با نقطه:صکرر ا زمر له: 2 ام ہودہ و برای ہد‌سبت 
۱ وردن ےسیو مماسان نقطه کافی است کەمجموع اینجملات‌را مساویصفرفراردھیم ۱ 
بدین منظاو رمعادلہ منحنی را وت گٹزا لحملٰ ھای ھمکن باغوای صعودیٰ ہصورث : 
ہے (ج ئ) موے ا نے ( طط ئچ) ض( ۔ل (ز م۰٠ج)‏ مم _(س ہ)کر (ة٦)ا‏ 

رک ود رو ہی 7 ٤‏ 
کە دران بر۶ کثیرالجمله ھمگکن ازھر تبه ەر ام است مینویسیم وچون منحنی ازمہداء 
مختعصات و ا معارلہ ۱ ]ہو دارایٰ منقدار ثارت نخو اهھد ہو . بطوریکہ ۹ سے 7 
مہاشد جَْأنکة سو سز مختصات نقطه٭از منحی قرض سوند صر یب زاو یه ہماسی دو 

ہل اج ۱ ٤‏ : کپ وت مت ق کہ لن سحمػآت ص٠‏ 5 لَعَتَا ئک ا یں 1 
مہداء را میتوانح سد سا می در فر ھیل نماید دا پس ادر 
سے - نے یر عم جے 3 ۰ ۰ -ھ ۰ 

7 را مساوی ٢1‏ قرار۔ نظیم ۰٦‏ / یسل مر دم ف معاد لہ ہج( سی نو سب خو]ھد زی 
٭ے برری)) کے ہ۰۰ ۰.-(بر١)‏ مہ ۶7۰۶۳۴۱+بر١),‏ 7۳ک (ھوہ )7ر 

ر.. وہر 2 0 ١۔-۔‏ وز 7 در ات ا ا 
ان معاد لہ اس از تقسیم ار 3 بصورت ٌ 
2۹۸7 002 کک و رت 
درا سر وستانة کفتیم ر سه4 ھای ان معادلہ بازاء - تر مقادیر ضریب زاو یه 
ھای وا ط ممامن برشاخه ھای میحنی را خواھند داد ۰ 

اس کافی است کہ : ہے ) تن ا( ور ٢‏ ۱ باشد و ابن معاد لہ ہما نکتان 


میدھد کہ تمام خطاوط غبراز رون کہ توسطدسته خط٭ (۸) ا سےو )۸ 


سیک 
چنانکہ ان إْ بحای پو تر ٦‏ بجاى بل" درمحاسبات ڈو ق قفر ُردھیم بارھم حتیںی 
اح خواھہیم رسید ولی درانحال محور "ہ0 محور استمنائی خواہد :رود و ار ۱ نجا 
نتہیجه میشو دک معادله (۸) درھزحال نمابشی دسته خط:ھماسہا را میدھں . 
ان سی ےط انگ می لممد فان ط2 حم حاھمۃ یا موظوی؛ محر إٍْ زا وبامنطبق 
راو بودہ ڑ‌ 7 حا س4 0 م۸ ×× یىی پر ادن نا دارای 7 فان مساشد : 
و ا کت ادا عی چین نقھلہ: .2 از جک 7 اترام ود ۱ ور ہابد 
وم 00-2 
کو 
جنا 7 ١ے‏ مج شعمی نقطه تا پچ 5ص فوق اہر فا .2 نودہ ٦‏ نبال 
برای بدست اون معادلہ مماسکافی است کہ مجموع جملات درح+ إ ول ر مساوی 
صقر فرار 2 ٠‏ 
ہے 7 ۰ 27 . نزمجے 
ہیں - مماسیٰ ار می فضا ای ۔ منحنی ‌فضائی (6)) راقرض کردہ.٢١۱؛‏ ودر 
یں مو لممهہ ھای ان رتو وربا ڈور توابعنی از ہاراھتر پر و اهند بود چیانگھ: ا نات 


دس ٌ۱ 7 ا کے ۰ کے 
دارای مماس بودەو مشتقٔ 7 -- وحود داشته بائد برداز مشمی ۱() جنا نیف 





تر فورپ مسق طندسی 
وہ 06۰ وو 200(7 
نیز وحود داشتہ ورذاریٰ مماس برمنحنی(۲)) خواہد ہود. مؤلفەھای این دیفرانسیل 


ھمّدسی نے می “١‏ ہنا کی ہارامترھای ھادی خطا ھمماس خوآھند وٹ وھما نطور 


27 
کہ دیدہم قدر مطلق ادن مشتق ھندسپی ۱ وت..| بودہ و از ۱ جا : 
"ہے لہ آ رک سلہ آج زگ وت آ 


حزسسمہ تے 
عکانیرو سر شر ہی ہم 5 ا( “ سای بردازیکە ب ھماسکه 
۱ بے 


۔ 
ہے ۔ روگ کر 


۱ج 


ڈرسوی فو سہای:صعو دی ر اہشتادار شفہ اس مباش3: 'دیاہتحال کے رف رر ھا یں 


کو سینوسہای انادگی مالک بت ارب زاأستاداز شدہ اسشّت خو اھند وق ان 





پ ا ٠‏ ہے "َِْٗ٠‏ - ھت 6 کے --۸٦‪‏ علتس ١‏ 
متعارلہ خط ماش امت حم چٹ : 
رر 3ت اش گی 


۹۔ 7 6 مماس پرریٹ سطح - رض کنیم کەسطح ( 8 05( 0 معادلات 
ارامتر: بس دا شید افف مختصات ھر نعط 1 آن توابعی اردر پاراھتر نو بب ہودہ 


272 ماک ی سح نت سرچ ۔(ڈ) 


بعمٔی 
میباشند لا نقطه ۷ داع رری 17 ت0 صنحمی 6 ( عیر مشخص را روی ۵غ رسم 
کرو ا یمکہ معادلہ ۱ ن ازگذاردن او 0ں پرجسب پارامتر .یھ درمعٴد لہ )۹۷( 


سا صہ ودراتیجا ارامترھاهادی ہت )1( 24 ہش را ہبی 7 ک یگ عی 
خو آھند. بہود . سن معادلات کہ ھماس بصو رت . 


رہ نوہ 
۱ 
7 


نوشتدیشدہ وچنانچہ یی کی وو تب م را بین این معادلات حذف کنیم معادلہ مکان 111 






































کے 
اکد ۱ 
٦ ۱‏ 1 
(ےكیمصرے 


وفتمکه منحنی ریا را در روی ً سح آغییرں دھہم خواھیم داشت : 








7 3 2.7 0 
ہ۵ عت یع 9 ]7.201 ج9 
٢۸ :‏ 3 ۱ 271 2ج 92 

ےی ہے 1 7 27 


-۹8۔ 


ان وت راک صۂذحه . ضفحه ھماس دت ۷( 8) دی ائقط ×7( انا ھیشود 
نمایش میدھل . نے ج سے سقو سالگ تی ۱ 

آبصر ہ ۔ صفٰحه مماس انظیر نقعله مر ہو طلاش دو پاز إھتر مسق او رسکی 
دارد وا یىی سطو حی نیز بافت میشو ند کہ صرح ماس :در ٦‏ ہا ب 4 بیشن ار ہا پاراھتر 
ست یىی نخواھں داشت چان سطوح را کسترش 020 : صفحه مماس دراینحال 
ھمماس ؛ برسطح درطؤل دا ختط ۔خوآمد ود مثلا صفحہ ماس پریگ مخروط ۔ 

۷ چنانکە معادله سطح بصورتِ : ہس (2 کت )کر )6 ٰ 
واج مود بات مان ترتیب کہ در را 7 ۱ جج کردیم :. نقطہ 0۰0 7 7 


مصىحجئی ) ت ا غیر مشخصی واقع روی سطح کر تن ١‏ امعادلات ٦‏ دماس براین 
7 کے مھ ہی کھت ئا )١١(‏ 
227ئ0 بن رك جوگی کت 


بودہ وچون منحنی (6) رٍوی ی سطح رسم شدہ است مختصانش 7 اف 
1 دہ ودر نتہحه درمعاد! لڈکہ از دب اھ رفتن این معادلہ ہدست ما ہیں تی ای 
عامفه مس ترک مر وی پھر جک حر ,)٦‏ : 
خراِمَدَت چنانکا 87ت را 0۸-0 (١١)و(۲٦)حذف‏ تح بادآ 

و 7ر 2)4 حر( )٢‏ لج حر( وج 8 
کہ نمایش بت صفحہ ر | مبدھد ہدست و ء اعد ً مد ان سادا 4 من مماسہای 01۲ 
ہودہ وصفحه ھماس (8 ) در قط 385ا نامیدہ' دھ وت 
اه عستاذآۃ با رتا .و و ہے 


باشں معاد اہ صصح مماس ہمورٹ 2 


×٠. ہج‎ 





0.02 -ٗ ا 


9 07 
٠‏ چم جاک و جچچچت سس دی 





ح َ بنو ت تد ت 2] 82 ۱ 
(س۔ )و تل) اتکور سارہ 


خواھں شی ا ےرت وی 


۹ 
۸۔-۔ خط :قالی..-.صفحہ:قا ام ضط :قائم ہربھنحنی (0)) در قطه ]3 بنا 
بتعر رف طط عمود برمماس ٦‏ اہن الہ مساشد : چنانحهہ منىنحسی ھ۔ طاحہ باشد این 
حتطاے 0 کی و دہ و اگر منحی ئا ٹی بایشیں. بیمہایت .)ظط قائم کہ ہمنگی در با می 5 

بصفحه قائم می جب:ھو سوٴم:ا٘ستن موجود:میباشند ۱ 

الیم قا لم لا وت ۔ ناک ھنحنی ھطأیض4: )6) را راستادار:فرض کیم ہم قائم 
مثبت از دوران نیم ھماس مثبت بزاویه مخ نل ہدست میآید . چنانکہ ؛ زاویہ نیم 
۱ :وے- 80 .0و تر شای لاٹ ىا 7 َ 
ھماس لہ سے بامحور 2009 باشف زاویهہ ایم ٹم صسب ؛ ھمیں مو و ۸۱ ٤‏ خواھد ود 

ہس معادله خط قائم برای منحنی مسطحہ ) 

ہس پک( 1) کے رر -20) )١٤١(‏ 

و هد ششد . ۱ 7 

سصےحی؛ہ رہف سے (١‏ ا( صفح|ستن عمؤوؤد برمماس ۱٢1‏ و بنا برابن معادله 
اُن: ْ ہچ وج آ و وب ا ان سا ا 
ماشد ۱ زیرا 221ئ0 ھادی مماس یی : ہگ مر مسماشند : 

١‏ ىَ مل قا م ار سفلح سے سا قائم برسطح ( ا ا در بت لہ بنا بمعر رف 


خط عمود ر4 ٤ج‏ مماسس ھمان نقطہ ا ان 


3 معادلہ 7 بصورت: :بارامتری .8 ںہ با شف بارامترھای ھادی او 








7 پ98 رہ9 -.7-. 9 
سو ٰ ' ۲ کی رت جح 
ہیں ہت ٰ ؟. ر٤روٹ‏ ع٥98‏ ر8 ٠‏ 
0 ۸۳ ات پرہ وت رت گ8 721 7ھ ہق 
7ت 5 تّ٠‏ 7ت 7 0 رج 3۷ ہت 0 


خوإھند اود : ان مقادیر را ہصوربت : 


تقاط ھ22 سیوا 
ڑس ره )نا (صع ے )نا (پ ےی )نا 





که دترمنیانہای توابعی نامیدہ ھیشوند نیز مینویسند . 


مسا رف تادمرسئلاک برغاتاہ اواط گتروواش 


ٰ ا ات ٰ 
۱ چنانکە معادلہ سطاح ہبصوؤرت ہ سے ( تق یع )گزدادە شدہ ہاشد ہاراھتر ھای 


هادی قائم بٹر ٹیب ار ؛ خر ؛ ٹر خواہند بود, 


:. اگر معاد لہ سح ٠‏ ( کر ۳( ّ۲ بت 7 باشد باراھتر ھای ھادی قائم 
چنانکہ 3 معادله صهییچۂ ھماض دبلذہ میسو نک ۔ ا ور و (١‏ مسباشند بس در ۱ رنحال 
الو شناوھے ‏ ش نے وھ ہے ار ۳ھ 
۳ 5 ١ا‏ سم 9 7 ِ ١‏ 


ػ١‏ ۔ ٹآحت مماس و تحت قالم ہے منحنی (6) را بمعادله:ۃ (نہ) مر سپ 
فرضکردہ مماس در نقط۸ 1 برابن می ) رت پا ا 27 رر و مساشد 
تا نکە ٦‏ راک -۔ ہ 7 رار دھیم طول زقطہ ۲ محل : بر خورد تا با مہحور 07 بدست 


ا مہہ وجنا نک ۲ : تصو ار زط۸ 1 روی ھمان محور بکبریم : 


ھت ے 
خ--صصضو صن 7 


لآ 
وھد شل ابن مقدار را 0-0 ھمماس نما (٦‏ ناسک ۱ 
) را نم مل بر خورد ختط قائم با 0بی ہ0( قرض ذردہ إندارد ۲۲ را اب كت قائم 
نامثتہ اندازة 077 از مث 11177 بس سا بف: 


۲ ُ 
6 0120" _ سیت 270 


و )۲ 
ٰ 
۹ نآ مسئله ١‏ ۔ معالمو بست اقمان مماسھا اہک ار بحنقطاه میگدر ئد - 


-: ہ۴‎ ٠ 
جنانکه ملجل مسطحه را اشن یں ناذا ہار امتر دادہه شّدہهہ باشد معادلٰ‎ 


یىی 0ح 
ھماس بر ثسب ہارامٹر _ معلوم بہودہ و کاپ اشت ہنویسیمکە مختصات یک 7 
زقطاہ ڈو ان معاد ل۸ صییل و . بہدین برانبب اذا پر جب ە کہ ربش٭۹ ھایش 
ھماسہپای مطلو ب را معلو 0+00 و أھیم دافقتر 

جنانکہ معاد لہ منحنی بصو رت سے( یر پس)/ر - باشد معادله مماس را 
نوشته وشرط أ نکہ ابن خط از نقطه (ىو, ي<) مرور نماید بیان میکنیم ہدین ٹر ایب 
ماد( پر سب لاو رز داسّته 2 بش ھای ابن معاد لہ - معادلہ ھ ہے 3 تض ات نقاطل 


تماس را ہما خواعند داد. 


ات 

۴ ۔ مسئله ٣‏ ہے مطلاوببہت تھرن قالمهائیکە از یك فّطه میگذدرلد - 
چنانگە منحنی مسطحه () وسط معادلات پارامتریش الہ نات شر ۹۵+ 
خط قائم درب نقطه غبرمشخص منحنی از نقطه مز بو 020 د مینویسیم بدین آرتیب 
مہ ھی و گا اق آ7 70ا فی قاط خر رف اراس فیا 
و اأھیم ذ سے ْ 

نان معادلہ منحنی بصورت ب ےح(ے ,)کر دادہ شدہ باشد نظر ا ئ2 
کەکفتیم شر ات نقطه مزہور روی فقائمی و اقع باشد آو کھوں ' 

۰ ا ا یا نی کےا 

باشد . این معادلہ یك منحنی کە ہا منحنی مفروض در نقاط خروج قائمہای مطلوب 


بر خورد صتمابد نمایش وھد داد : 


مھ چھ ۔جھ جو جو۔ جھ جھ جھ ےپ 


8 . 


زرل و ہك ہیی پےر دز دی یہی از نقاط ان 


۴ ۔ منحنی ھا منی کہ معادله ان بصورت (م ) کر سے پ دادم شدہ 
باشں ہے اقەر ے‫ ہررسی بک من یىی درحوالٰی 2- ازنقاط أن نا بر سی ور ضعدت مہحجنی 


زس ممت بمماس ڈ 8 مط مہماشد . 7 
رض کیم کہ ۲ خٌ ) 2 اھر بازاء ۰گ ممعمر دارای مشئق ) 7۰ )"٢ر‏ ہودہ بعلی 
منحنی در نقطه ,ا( دارای ھماس ۷ ا( غیر مو این 0 مباشد . 


اھر رف ۔ 5 بند تقعر منحنىی در نقطه ‏ الا ہسمت رو ھای مثبت اِست 8 


ئ 
ہتوان باراء تمہام مقادیر ور ٰ۵ علان ھمبتن 2 را بید| امود بطوریکە 


سج | بودمو عرص زقطة ار منخنی که طول اف اُست 0-2 از عرصضص 


9| 





مر بوط بہمان طول روی ھماس ,۲5( باشد . 

چنانکە بازاء ھمان مقادیر ٭ عرض نقطہ مربوط بطول > منحنی کوچکتر از 
رفواقاام رط مات ظطرق مان اہ گزرف کون اتی ھفرخروڑا 
بسمت بڑ ھای منفی دارد . 

ط را نقطه برخورد مماس ",1 ہا خطی موازی 0 کً فته. ٠‏ نقطه ۶ از 
اج ا سرت اك 

ربق ۲ ہی یہ او ےئ 

8| نقطه برخورد ھمان‌خط ہامنحنی 1 فته اندارہُ حبری اط مساری آ-ہر 
بودہ و ماك منجر ہہررسی علامت ا٭ەق ممقدار درحوا 7 مباشد .و 7 ادن نفاضصل 
ابعی ازج بودە وھساروی: (ھ) عر(ج٣)‏ (مد)عر۔-۔(ج )رےہ(طص)) 


ھمماشد ۱ ادن کت ا باراء اح پر صەر .و ڑ‌ برای شناختن عالامتش درحوالی اس 





اہ 

مقدار کافی است کە جہت تغبہرانشر | درفاصلۂکە شامل ےج است ہدایم. ہدین منظور 
مشنق آ نرا حساب میکلیم: (پج) کرس (ج) مرسے(س) اس این مقدار 
ھ بازاء يج صفر شدەبس مثدار (ج) " ر><2(عم) مم را حساب میکلیم : 

خال سومان تا را طررق آتتات میکنیم )ار و رنز اصلء 
ہو م)رو(ہ۔ ,ےہ ) دارای ہك علامت باشد . 

سز اعت الع شکرامت آفقاق انا 

ار و وق وج فِواصل تی ے ور سےبص و مل ا کے ہر >0 
ساد تابع (ص) 'مم در ھِر دو فاصله صعودی بودہ جنانکہ س صعود نمودہھ و ار تن 
01 د علامتش از- بعلاڑہ خواہدشد پس (٭)م دارای می لیممصفر ہودہ وبازاء تمام 
اپن مقادیر ہ مثبت خواھہد بود, در ,1( تقعر منحنی ہسمت تو ھای منبت‌است, ش١.‏ 

٢‏ >> (ج)'/ر درفواصل ہت >ج× >ي۔- ہر +۳ ہیی ک>کےظمہ 
بہمان ترتیب ثاہت میشودکہە تقعر ملحنی در,]ا ہسمت ہو ھای منفی است . 

بس بطورکلی :تیجہ ممشود کہ چنانحه (+) "کر دارای علامت ابتی در فاصلہ 
( ,م) باشد قوس 48 مربوطہ تماما دریکطرف معاس واقم میباشد ش .٢‏ 

۳ (ع)'ػمر درفواصل (س,م۔-ءھ)ر(ئ۔+۔۔ ہے ,ھ) دارلی 
علامان مختلف است . 


: : ' سے 
وت ۱ نحالت جہت نغببر ات ) 7) "مر کہ ضس 0 .7 ۳۵ د تیر سرت ئ 


و چون ان ابع باراء ا صِفر سو تن س باراء ان مقدار لیر عامت نکر هد داد 





کر 


از آنجا نتیجه میشود کە جہت تغبیرات  )×(‏ عوض نشدہ رو چون ٢ء۱‏ ا ) 
اإست (ج )ع وفتکہ × ارڈ 0+928 تفر علامت خواھد دادیس دوقوس منحنی (٥٢‏ 
که ب ,1( منتہی میشوند دردو طرف مماس ٦‏ ےل( و اقم بودہ و نقطه ,ا( نقطۂ عطلف 
منحنی خوآھد ہود ای وی ےکن 

۴-۔ منحنی ھامنی 4۶ معادله آر بصورت پارامتری دادھ قتے تاققذتے 

منحنی (٥)رابمعادلات‏ (ء)وحو ماغخرحرںہ فرض کردہ 
فطل ود الا مھ ا لت ڑا مربوط ؛ بمقادبر 4 و ہارامتر مکر 
مشتن ھندسی مر تمہ مم ام بردار 0 را بصورت رر 2 ‌ تصاو ار ا نرا روی محور ھای 
يكخیات نٹ (م۲ 7 (م :7 نمایش میدھیم ۰- ۷ ١‏ بردازیکە ار (٦‏ م2920 7 
گتہتہ شدم است خوافد:رود: ان نواہع )قرو (ظ7) ور[ قابل سط برحست 
فرمول تیلور ذرض ۲ ہام خواھیم داشت : 


ِ کی گت -۔ جھت ہت ہجہ 
ا 9و2 وا کر مر سے و ) 


ٰ ا 1 کی کا و سا کو ا سے ھی ۶۸) پر سہاو‎ 223 "٠ 
: فوق را بصورت شدسی 5 ہر پیج ک‎ 
جج ۹( ۔-- م) -پ گو) سے سن‎ 
0107 0 . 7 +۰ تک اور ک0 02+ بی کت ظا‎ ۴-٠-۸۷ 
ےس سور ہو یر‎ 
۱ -- جج‎ 
حالت کالبی ۔ فر ضکنیم کہ نقطه ] نقطه خصوصی وَاقو کان سے7‎ 
ک.۔ مج‎ 
سا نات ,۸ کت ۸057 ہل خواھد کے ای مہمظر سے خر اش ڈو داز‎ 
تو‎ 


سن 
7۲ سس _ و 1 ظہسؤ کن ۲ باسوھای مکخاآمتن .سس ممتوان رت عدق ٥‏ جے ںب ہمد 


کا نے 
۱ 7 ٭“ ۰ ْ : موس نی 
نمود بطاوریکہ بازاء مقادیر × واقع مہ فاصلہ (كم۔۔٘7,ررٛ) دو بردار ۰ و ,3۸۷۰ 
در بکطرفَ اط غیز مشخصس ((] () کہ از ٦‏ مرور کردہ ۶ مماس ڈذر 1 نہاشد وافع 
: ٭ھ ۰ وی سس ۰ 
بودہم و بازء نە واقع در فِاصله لا مغ ۔۔ر) دو بردار ۵۷ر ,1۷( در دو طرف و 
واقع شود ۱ 
ھا رہ ْ ا 2227ا 7 
۱ ہچ معمولا مشتنی دو 7ت صقر لبودە و حامل ان .7 0 نیز فرں ذازۃ 


چون ہر سب دسنور تلور : 


تر ا ۱ جج 
۷۸۳۷ حست جح ۸۷ ) 2 سم 2 ا سس ۷ ۷ 


7 : 2یا یڈ سے ۳ ٭٠ًَ“”ًّ‏ 
اسبث تی وفني کا 2 یہت 2 میل ۷۸۷۷,4۵۸5 ہبسمت ۷۷ مل کردەواز ا یج اراء 2 کہ 
ْ بی ہت ۱ عقشت کو ہے 
بود . بردار ,۸ نیز درھمان طرف بردار ,۷۷ واقع بودہ ونتاہج بالارا ہطریق زیر 
متوان اص مود 5 ٰ 
9صءە کک منحلی ۵ کے معادله 2 ۱ - ہصورت ہارامتری دادہ یکین مفر وضصض 
مماشد _ اط 0ر مفروض کہ ار کہ ھ وعبیر ار ھممای در ان زمَطاہ ا در نظر 
ھے چْے کے یر ۱ 
می۔گیریم س4 میتو انے زا گت مسبت مَ( بیدإ نمود بطوریذہ ووسہای مہحی ں( 
مر بوط بفواصل (یرسہےءء7) و‌ (مرہ یم -۔یر) دردوطرف این خط واقع شوند . 
7 ۱ ۱ و سے ۲ 
فوس ھر بوط رفاصلہ (ے) کر 2 ۱ درھمان‌عطارف مشتقی ۷۷ نیز واقع تج امت 


۴3ل 27776 : . 
کے جنانکہ ,.۷۷ اکن دوم ۷ر( ۹ وحود اج مرا ومخالف حر ہودہ و ھطمحنہن 


انلداف ا سے تا خوان مت کرک داتا کہ اسان . ۷ 
7 سے سے ۱ ١ ٦‏ 
منحنی ۔) 3و حوالی نقطه و ردان 6وی 338 مہارف 
ھماس واقع خوآھند وو ۰ 7۷ 
ٰ ادن موضوع را بطور حر نز میتوا را مت ۱ 
مت 7 1 ٦‏ 0 


مہ 
لبھر ہ ۹ے ۷ ھمان برک ارسمت ےہ سوی یم مماسی بت را برای ما 


مشخص قرو اوک 


ےو ہے 

آبصر ہ٥ ٣‏ بابں 07 ر‌ شد کہ قٍ صٰ 1 ۷ و‌ ءھ0 نبہودە و إمتد|دشان 
نمر مختلف امت بصورت نامساو یقرت ان ۳ -- پوس نوسّٹه میشود. 

حالات ۸ق صی - چنانکہ نقطہ نقطله میخص وص نہودہ ولی ۸۷ صەْر 
ویا ہاممس دریك امتداد باشد وہا ا نکە ۶ نقطہه مخصوص بائد رس ہی سے -ر) 
مقدار کا و سی" نے در ھردو حال صفر خواھد بود . ِ۷ را إولن مشتق 
ا مخالف صفر وم۷ را اولین بردار مشنق ہندسی از مرتبہ بالاتر از در کہ ہم 
امتداد ۷ نہاشد فرض میکنیم ۱ 

ات 

انگ یو رکا و کو لاس از ۷(سور سوہ یضرا 
عدد ےہ بطوربکہ 7 م لہ 7 باشد مربوط بودہ و فرمول تبلور تا 
کر سے ہے قرار دھیم: ٰ 


ا ۴ جم ہ١‏ ۶۶۶ر : 223ھ ر7 3.8.23ت 
)و۷۷ 2ئ ۷۷ کے وص س ۔ل ... سلہ ٦‏ و ۶0×" ]یس۸۸۷ )0 


۰ سے 
و مم میشو دو چنا کڈ ندمت صفرمیل کند 9 ۷۷۷ اسمدت ژ۷ مہل خواهدکرد. 


۴ 


ان می را ہبصورت سادہ تر : 


٠-٣٣ ۸۷۷‏ مر ۸۸۷ (۱ )١ ٣‏ سس ہ۸ 
ہز میتوان نو عق اتا کر رای کو چٹ شود ہپ نیز بینہایت گوچٹ خواھدشد 
ج۔ ر67 جے ۱ 0 
إ[متداد ترکان ور ۷۷ )! ۰ 0( 30 0 ھمان امتداذ راج ھمماسی ٰ4 و 


کت تٍ ہی ا ا ا* اققع کو 
در ۸ بودە و برحسب انکهھ "پر منبت پاھنھفی باشد دو برداو ۷۲ وم ۷۷| ھمسو 
یچ کسر وی مج ری : ۱ 
ھمجنین دوبردار ,۷۸۷ ز ۷۷۷ ۸)7 بازاء مقادبر کوچك ردربکطرف 
با دذڑژھچھ رف مماس ہر جٌسدس ۱ نک 2 5 شندت 5 می بانں وافع خواھند اود نس 
ازا نحا منحی ۰١‏ بکی ازاشکال(۳۷) را ور سس رڑخ بافرد ہودن حرو بب خواھدداعشت. 
سپ ۱ : ۱ 4۔0 ۳ یں.5ں5 


دردہ و ذو ووس منحی زورک ۹ ار راست با ار جب بسەت 7 مبل جج نظبر ھهماے 


کے 


سم 


ات کی خوآعند ہود . حالت 21 َ بازاء ١‏ ے م ز ٢‏ سپ نز ہدسثت اھئتے 
ات ظا 1 ١‏ ) ۱ 
یر ٠‏ 7 7 5 ا 1 , ۳ح : عم 

عالامت رادہ وزدزو وس مُحی 27و.)' 2 از رامیثت با ار چب ہسمثت مک مل کن ذر دو 
طلرف ھرخطامکە از ۲ بگذرد خواھند بود ۔ در اینحال ۷۸ نقطه عطف ہودہ (ش٢‏ ( 

٠ ٠٠ : 7 :‏ سے 
و بازاء ١‏ سے رررو ٣‏ سے پ مثلا اہنحالت ا تفاق مافتد. درحالت خاص خبر ۷۷۷ 

.۰ سور ٠‏ ۰ 1 بے 7 

صقر لبودہ ا ۸۷۱ صەر با ہامماس درتث ا3اہ انت بدوں ۱ نکہ ۷ صفر باشد 


رک اس اپ او روہ سے 'ج او و م) در اینحال میتوان عدد ںەرا 


رک ۰ج 


یی 


بید| تمون 5چ- پ07 ج0 کے و و 7 ۱ کے 0ن باشند. فرمول(١)ہم‏ بصورت : 


۱ ۴ ) ہے سے ۱ ۱ 
۸/۸۸۷ و لہ ۷۷ . ) گر سے 2 1 تح 7 )7 سے 2 ا( ۱ سے ۸۷ 
اگ مم روج ذ3 9 فرد باشد دوڈوس می درحوالی ادن لہ دردوطرف ھماس واقع 
*ھ8ت" 4 اقطلہ ااحعت از نوع اول انور ) شس ۲ ( : 

اتحالت او ڈوو نقاط مەحص وص انفای مافتد ڈرو ۱ نحال ۸۷ صفر و ۷۸۷ 
مخاات صةر و ۷۸۷ شظم مخالف صفٰر و بدوں ۱ نک ظم امنداد ھہ۔اس باشد خواھند 


بو دج ( ٢٢‏ سادا رر ؛ ۳۳۴ --حً پ) فرمول )١(‏ درحالت خاص اخبر بصورتٹ : 


0ہ ئس۱ /""""کہپ"ھ یت ۱ 
۷۷ ۷ - یر شس لہ ظ۷ وہہ -۔ 1 ۷۸ نو سد مبشود : 


و باللاآخرہ رانک روج مر دوروج باشنف دوقوس صحنی در بکط رفھر خطہکہ 
ار ۷ 0239 حنٹی ساس واقع پو خہ کوں کا ۷ زۃطاہ باز گشت از نوع دوع ھماشد : 





-۔-۔0ا +٭ کے 


: 0 سے 
٥‏ -۔ نقاط ععاف ۔ برحسی ا نتحە کہ تا بحال کفتیم نقطه عطف نقط۸١است‏ 
اپ 7 7 . “۰ : ۰ ۰ 75 ۰ ج٤‏ 
کہ ےو ان منحنی از ھر خط ب۸5 از ان زط تنترہ ھمرورز منمابند درجچەن قطاه 
بر سس ۱ نکه اذ لہ بصورت (ج) کر جے گت باشد سس ٰ2 ہو دہ رٗ ا مصجنی مدصورت 


بارامتری دادہ نینم باشد ۵ ہہ ٰ۲ 7ج یت ''ئؤ ٠‏ و اد سان ۰ 


وی طسق ۱ یحه کہ دیدرم معد|ر او ارت اوت و مفیکر ایت صفر باشد 


بدون أ نکہ منحنی ازھماس مرور نماید. |ما ہدون در نظر گر فتن اہن مطلب هر نقطہ 


کہ ۰مخصو ضص نہو دہ ودرآان - 








یو ابی سس اب جن باشد نقطه عحاف ناممدہ ھیشود, 


7ے 


تقاط عطاف دارای خواص زہپر صبباشند : ۰ 
١۔‏ معادله نقاط برخورد منجنی و مماس در ,5( 
مے (رےٌے)گرا(رےيے)و--(ءھ)وإا۔ہزے)اوإ(ء )عر۔)ئ)عرا 
بودہ اہن معادله مقادیر ء مربوط باین تقاط را ہما میدھد . چنانکە مشتق دوم طرف 
اول این معادله صفر باشد ےہ ریشه سوع این معادله خوآعد بود. 
ولیٰ این مشتق دوم ‏ ()کگكر(ي)٠و۔(م)‏ و(ي>) "مر در نقاط عطف 


سم 


صۃ‌ر بودہ و از ۱ ہت گی وت 5ک تقاط ٤ءطاف‏ قاظن کو و خط مماس منحنی 


-٦‏ ضریب زاویه مماس در 5( : پگ س ہہ بودہ وچون مشتق این مقدار 
و وھ ہے و 7 ٠ ١‏ 7 : 
5 ۱ حساب کنیم : ہی و ہد سر و وچد نت لہ و جو رزیتےہ 3ور تقاط عطاف 
0.۰۰" ٰ۲ 
ہے ۳1 و یت 0ن انیٹ اس اھ4 ھہشود کے اولا در نقاط ععاف ضرم زاویەمماس 


2-٦ ار 2 کے‎ ٠ 7 "ذ١۶‎ ٌ حم‎ 0 ٠ 
نق مہ‎ ٦ ار با 02-7 و با تے لیمەم سکڈئزہ اتا ۱ نک جہت نفسر انت در 270ھ"‎ 


۲ 
0ئ نوع اول باشد نغببر نو امدکرد . نالثا فقط خط مستقیم اك 5سام فاظ 








اق پا( عطلف مساشند را اک ٥‏ کت باشد و تابع خطی از َ‌ خواھد ہود.. 
٦ے‏ خم حب در نزدیکی پکی از نقاط آن - ص4٭ه ہو سان ۔ منحنی )٤(‏ 


کە 7 وسط معادلات : (2ء))ظغم کو آ(مر) و ےد ئۓ,(ء)ثٹر-ے ۳ دادہ شّدہ 


ۓے نات 
ار ئ ورس کرو قاط (ڑڑھ ئئورع) ۹و ( ٹر ١‏ ۶,7) ٹلا کہ مر بوط بمقادیر ‏ و 4 
جج جہ - : ج 
(ھما (ھ) (م) اق انی ا سا و وس کو راز دار 
بہڈو ' 'ھو “ یزرو ڑا ساوبر این مشنی پر ثقرص نر ثەورم ار 
جے ٠‏ : 


چنا نکہ وا مم فوق را پر دس فرمول تملور سط دمحم 


: ال “خر رر - پر ) 
ِ عغ‌ٔ ۰ ا - ۱ اع سا مددھد سل سس 509 ۔ .ا 7 ) 2 ہو ١)‏ ا سے 2۸ تین ۱ 
ری ھت ت7۸ 7وہ ظا یں 
نت کت 0+000 ل7ھ دم تح پر( -ہ) يە ںب ۔ ژرز 
۱ مان زر۔-ءیصر) ٌ آر پر - پئر) :۰ 
ای ان مت ہبہ کر سے ا سا ڑم )سے اج 


۰ 7 ۰ ٠ - ۰ 7 ٠ ا‎ ۰ 


اہن بر۵ بسد ط را میتوان بصورث هندسی 


ىر( چج 


72 ۲ 
ٰ مر 2 ( و جچے۔ 0 ..۔ لچ 
مھا نے مہات سور )اس ا 
8چ ۱ سے ۱ 72 72 
کەدران ,319۷ برداری باتصاویر ء اکا وہتتطا؟ و ۴۲ ٠‏ ٰ۰ میہاشد خلاصہ 
ج_ ج ۱ 
نمود ۱ چنانحہ 2 ہبسمت 7 یل نماد ہم 11١١‏ الس مت وم 11١‏ ٹیر مہل خواعدکرد ٠‏ 
صفحه ہو سان ے آجر اف ۔ نقطة ]را ثابت و ا81 را متغیر و نز وت ارت 
میکیرم چنا نیحہ َو کے بر ختط ھماس در آ1 و امقاے ٢‏ مررور نمابد دارای حتددی 
رکآ کے ً 
وقتمۂ<4 ٢‏ سمث [۸ مبہل کند باشد ا صہ<ج۸ را در حد صف<ہ ہوسان ممُحنٰی ڈو 
قط۸ ۸ ناآمند, 
ختات کا ان تعر یف زا در بارہ خمہای عامنی بکار رن خواھیم د ہیں کہ ےک 
منطحنی ھمان مین ہوسان برای قاط ان خواھد ون ٠‏ 
قضيہ -١‏ چنانجه مشتفقات دوم مختصات نقطه 1( منحنی چب ھمگی بازاء 
ہاراھتر اك نقطه صفر لبودہ و کت این مشتقات دوع متناسی ہا مشتقات اول نباشند 


ممحی در نقط11:4 دارای نہ ہوسان خواھد ہود . 








ہے او ات 
اثبات یی با ۱ زین کہ اسہت بمعاد لہ منحنی و مختصات تقاط 11 وں]( فرض 


کردیم بازاء مقادیر 2 نزدیت ب4 2 فرمول تو را بصورت : 


لے 6گ( تپ 
210 سا او رت اک کا 


ہد ہے 
میتوائیم بنویسمم ہ بردار ( خر مور ) ,1۷ مشتق ھندسی اول بردار 0(1 
7 إْ ۰٦‏ کہ :-- 8 ۲٢١‏ 7 3 جو 5۹9 2 0 : ۱ 
وو ہر داریست ذە سمت ( ا ای ')ن 31۷ وفتیخف ۷ک بسمت 6 میل نمابید 
میمل خواہدکرد ۱ 
خئ۔ ۱ َ ۱ َ ت 
امتداد بردار ,۱۷ عماس در ]( بودہ و صففحه انکہ بر اہن مماس و نقطہٰ :]23 
۰ ۸ مت ۱ ٦‏ : ود 
01 د شامل ۷۰ نیز خواہد بود . وچنانحه نقطه :]1 ۔سمت 1( فلکت حد این 
ح۸ حں ص-حہ إْ ٦‏ رحس ا ہں (الہته ذ 0ھ کہ آ0 
اف سان 8 8ں 000و 00ر کو (طھر سن 7 یہ فرمنں سرفا سرت ۷۹0 
۔-- 7 مہ اد خی ۵ 
ھم دارای امتداد مماس (3)٢,‏ نباكت) . یس فصّيه بدین‌ترتیب اثیات میشود . این ‌ة یه 
را بصورت زیر نیز میتوان بیان نمود . 
7 عے دست نے 
با شرابطيکہ قبلاڈفتیم بعلی دوہبر دار ت رو 7 ۸ مخالت صفر بودہ واھتداد 
ھایىی نان 7 0 ہاشند و شامل اف دو بردار بودہ و ار تا 0 صفقہح۵ 
ہوسان نقطه ]( خواہد بود . 
۰ 2 2 ضر 
۷ ۔ معادلہ صفحہه ہو سان ہے صفُحه ہو نان جنانکه تیم صفح۸اسہت کا 
نقطه ]۵ گذشته و شامل دو بردار ,٢ظ‏ و 1٢,‏ باقد پس معادلہ اش بصورت : 


7- 7 ْ7 7 نو سْمه خوإھد یو ا 


“٣٢ ۴ ای‎ 
: 


رر ۷ 7۲ 





ابصار ٥ے‏ جنانکہ بار امترے را زمان و مخنصات رر ورا مختصات نقطه 
متحرك )ا بگیربمگوئیم کەصفحه بوسان شامل سرعت وشتاب نقطه مادی 31 میباشد, 
۸ ۔ قضيه ۳۔ نقاط ۷ ر ,۷ ومماسہای این ثقاط را فرض کردء حدصفحہۂ 
که برمماس در ۷۸ ہموازاتمماس در ؛۸ مرور نماید وفتیکە ,۷ بسمت ۷۸ میلکند 


سی ہوسان خواھد ود 


غلہ ات 
کا ۱ی ١ھ‏ را مشنقات 7 ایاج باراء مقدار 2 ہازامتر مربوط قطہ ۷ 
۱ بوچتے : : ہی ۱ : رت 
گرفنہ بر دار 0 ۷ زا بتصا ویر ادن ممادیر قر ضص میکنیم . ص۸ھوجح۸ ( نہ نوسط دذوؤوب؛رد ار 
چچچ سے ۱ ۱ 7 

۷۷ و ۸ مشحص سلہ ات در نظر َ 7 

سے ے ۰ ہہجحد : 
1 فَ٭ إ۱ ت0 صم۔ح۵ شامل ار دار ك۸ کہ ۷۱ یی ے7 
سو وکسا ا . ۱ 
ھهمسنٹ ۷۱۲ از زقطہ ۷ رسم شد٭٥|أست‏ 


مبباشد یس از ۱ نج ابن ص۵ى٥ۂ‏ شامل 





ن0 ۰ 
٦‏ 
ہو چ۔ ۲ 
نو ٠‏ ان 
بود. حال تصاویر 5 کر دار ہثر یب ۱ ش ۸ 
ریب ایب ٹپ یچ ا ۔-۔۔ 0 7 سر 0 
لے .ےت ت۔_ ے, - بودہ روک بسدمت لک ممل ڈیْں ان مقادیر 


و و 
29 کر سس کو کر کو 


سا مہم 


7 ى8٣‏ بل خو|ھند نمود ٠و‏ ازا زیجا نر داو ۷۷۱ ل(سمت 


بسمیت مقتقات ‏ وو مگ 
رقان ۷ 0ار مس4و پس ساد رقان قلهة ۷فخرل کر اسہ کرف 

۹-۔ قائم اصلىی س بین تمام خطوط قائم در نقطه ۷۸ قائم و اقم در صوٰحه 
ہوسان بەقائم اصلٰی موسو ٤‏ وھمحنین بین این قائمہا قائم عمود ہصفحہه ہوسان ہی تنرمال 
نامیدہ میشود . سە امتداد مماس وقائم اصلی وبی نرمال درھر نقطه ۷ ہك سە وجہی 
کہ ہسه وجہیفر نه 0٤(‏ 176 ) موسوعاست کے االسنعنت صفحہه |۲۷۸ صفحہه ہو سان . 


صفحه ٥۷۷۳۷‏ صمح قائم د5 صذحجه ٦٢۷‏ صوحہ رکتشان نقطہ ۷ نامدہ ھیہشو یں . 


ج- حھ چھ چجھ جھ۔ وھ --جی۔ مج ےج 


بخش پازدھم 
۹ ہس زسم منحنی 4۶ معاد ل4 ان بصورت (جر) ۶ر سے پ ثاٹہ شدہ باشں 


شاخه4 بینھایت _ مجانب 


۶۳۰ شاخه بینھا رت - جنانکە فاصله تطہ ۷۸ و اقع روی یك منحنی مسطاحہ 
ہا فضائی از نقطه ثاہت ١‏ بینہارت شود 1 نقطه ۷ بت شاخہ بینہایت منحنی را 
پیمودہ و یا آ نک ہسمت پینہایت دور میشود, 

امتداث محائب - اگر نقطه ۸ واقع روی بک شاخہ یك منحنی مسطحہ یا 
فضائی را ہدو نشقطه نارق 0و 0 وصل کنیم چنا نکھ ہا بینہایت دور شدن این شطہ 
دوخط 0)۸ رز 0'۲ سمت دوحد ۸ 0 ر ام '0 مواری 8۳82یہ امتداد مَا را2 ان 
دوحد زا (متداد مجاب شاٰخه بینہارت منحنی ناش 

تا دیدہ میشود این امتداد مشتر لک کی بنقطہ ثابت نخواھد داشت . 

قفرض کیم کہ حد خط )0) و فتکه ۷ 
ہبسمت بہنہاہت دورشود خط ۸ ہ باشد زاویہ 
ہم حح مك 0 ۷۸ دراہنحال سمت صففر غل کر ۃ 
و خط مم '0 موازی 0٠‏ ورھ.سوی آن رسمت 
خط'۸ ١‏ موازی 0۸ میل خواہد کرد . 





چنا نکہ 5 تحت 8 باشد ۱ ش ا 


0.00, 


"8ت کر 00 سط برع ۱ 


خواہدشد حال طرفدوم این بستگی بسمت صفرعیل کردەواز ا نجاطرف اول ان نیز 


کے 


زسسممن صهُر نی ہم )۷۹ عہ 3 ہسمت صفر میل خوآھد کرد . اوجون خواہ سہ خحط 
1ق تس تھی لاق بجر ال ملع سی تاور أافسل بائتدکرق تر 30ا 
منتہا مساوی مجموع توانافقی وت کہ ھردو ہسمت صفرمیل کت مسباشد اتا نحا 
ادن زاوبه ہسمت صفر مبل کردہ و ۷۸ں سمت ۸'۳ ں میل خواھدکرد ۰ 

نقطه ۷۸ مشترك بن 0٥۷۸‏ و 0۰٥۸‏ درحد قعله بینہاہت امتداد ۸ خواعدشد . 


ره ہس ما ثثیات ھر مہ ظم, کہ۵ دارای امتداد محانب نمساشد ھن 


یىی 
درملحنی (ھ وو ۔۔ )ےی ہ بازاء ہہ سی بہنہایت میشود ول ی ضریب 
زاوبهہ خط 0٥۷‏ مساوی ڑ بب اہ ۔- ٢‏ ہودہ و ہین مقادیر ١‏ و۳ نوسان خواعد کرد . 
و بازاء م, یہابت ہسمت ھیچ حد معینی میل ٹخو اإھد کر سے 

۷۱۷ محا اب خط ےھ ر|امحا: نب بک شا ےہ منحۂ یکو؛ بندجنا یہ فاصلہ نقطه ۷۸ 


قح ی اراتنقن ےج[ ۳" ادن 2مہ روی شاخہ مھ بسمت نات توف وہہ مہب 


یی 

سیل شاک نا کگا ہی کر تیر ناد سک سال مات 

قَضبه لے چنانکہ خطھ مجانی ج) باشد اتھازات امتداد مجائب خواھد بود, 

نقطه 0 راروی ھ۸ کو 5 را فٴاصلہه نقطه ۷۸ 

منحنی از خط مجانب فرض میکنیم . این فاصلہ ناک ۷ 

بسمت بینہایت رود صفرشدہ ودر نتیحه زاویہ 6ات قائم 

٣۱‏ بیز صفر خواھد شد . بس / فا فقبصت 
080 وقصٰم4 نارق میشود . 





فرض نے ختاک ك۷ مواری 2 از نقعطه ۷۸ باغد با 
ینہاہت دور ہیں ۷ روی ںا س4۵ ضات ممکن اشرت اتفاق اتد : 

ڑے خط ۷ ۷ ہمت و ضصعبت حیں ۸ بطوریکہ فَا ا نقط۸ ۷ ازابنخط قسمتست 
صقر فو کون مل خواہد کرد در انحال خط ۸ر محا نب منُحی خوإھد بود 


ےت 

22 خط بن ۷ اسمت تج وضعبت حدی مبل نممنمابد ۱ 

تبضر ہ ہم نام شاجمی شکل ار ان حہت اعت کہ چون وو معادلٰہ شلجمی 
م٢‏ --ح 72 شاحه مر و ۷۲ چا 6 ۸ ام لیت گے - کہ گَ بنا سب سو ٹ 

اق ہل ٠‏ 7 ٌ 
صذر شدە و 7 ۱ نا امتداد 07 امتداد مجحاب خواھد ہود و چوںن لآ بازاء رک لے سس 
اٹ سج خط موازی س<+ کات زط۸ ک5 ا ا 8 
بینہایت میشود بس خط مواری بس پھ ار نفطه (ئ ,رج ) ۷ مروز دردم باشد سمەت 
بہنہایت کور خواھد نما 

آہصر ہ٥‏ _ ات مثال 7 منحنیات نوع سوع ممحنٰی طص ورای -ے ور ساد 
وصل ساللق ؤہند ہر بت ٌ0( ھمل خُو اھ کرد . یس بین للخ امتداد محاذب بو دہ 7 خدط 
موازی کر کہ ار مرور نمابد ہرسمت حدی مل نخواھد کرد ۱ 

۴۴۳ ََ کے تک حجنازے ھمماس در زۃَطه ۷ ہر منمحٹی 0( وقنمکہ ۷ (رسمثت 
بنہایت دؤر شود سہمت و صعدت حجحف ۸ میل نمابد خحط ۸ محاپ شاحہ ہنہاہت َ( 
خوآھد بؤد . 

اعت 7 را ا ما٤‏ ات خدط محانبپ )ھ۸ گرفتہ ان نۃَمِله را مبتوان ها4 
سو انث اك منحی لمز کاٹ ٠‏ جنا ی4 ار مه ۷ ممحہی خطی موازی ۸۵ سم 


ٴ 


حیں ۷ را مبتوان مماس برمنحجىی در نقطه 7 ای تن اس میتوان میا ات ان شاحہ 


میم این طط مان ك۷ خواھد بود و جوںن ۷ رسمت (٤‏ میل کین خدط ۸ و ضصعدت 


ھصحجنی را مماس 5ھ قط۸ ات .2 شاحخہ ذرض نمود ۱ 

۳ھ پر ریسی شاخھه ھای بنھاات منحساتمکە معادلات انٹھا بصورت 
(×۳) رس ں ۵اٹم شدم ہاشذں . 

میخواھیم شاخەھای رت وھمحنان محا ىب ھای اخ ممحنات را درصورت 


وا :- . :. ۰ . . سا : ا 1 وہ ایز ×0 اس تا رو متا مخ ۰ 
بمعحا نہس بھی طرفی که ہصجی سب ہ٭8چا لیس را رو ات بک سد 


انت 


رای آ نک قطافافۃ یئات مال را پیماید لازم وکائی امٹ کہ لاائل بی 


ازمختصات 7 بر ۱ ںٔ بہنہایت سو ن۵. بدین منظورحالات مختاف را بررسی مینمائیم : 


۱ -- چنانکہ باراء بی ےحے ك۳ مقدار لا شثیات شود اط ؤ۸ بمعادلہ : سے ->-- 0 


7 و ورا مختصات نقطه ۷ گرفتہ و بعلاوہ فرض کلیم کہ بازاء مقادیر 7 کہ از 


خوط 11 ۷ را ٭وازی ئ0 نت تا ۵ را در 1٦‏ قطم تعضایلہ, حال : ےن ۷ 1[ 


فاصلۂ زط۸ ۷ ار خاط ۸ ٭بودہ و سمتث صغر ہیل خوآھد نمود, 


بس ۸۵ محازت منحنی خواھد ود ش اححہ منجی درچجی محاب ہو ذہ وبعلاوہ 


دانست واز ا نجا وضعیت منحنی 
خواھد شد . 
چنانکھ بازاء مقادیر × کہ از سمت جب پاارز 
سم ذراست بھ ے نزدپک شوند و بینہاہت شود منحنی 
دارای دوشاخه محانی به ؿھ خواھدبود. کرات 
درچپ ودیگری در راست این خط واقع میباشند. 
ا سا کس اھ و اکوسھعتھمنت 
کند خط ا بمعادلہ کر سے ہومجانب منحنی خواهدہود 
فرض کنیم کہ چنانکە ‏ بازاء مقادبر مثبت 
)کے سال گتھ سے فاغمیل کر امت تین 
خطی موازی بو'نواز نقطه (ں,ء ) ۷۸ منحنی کشیدہ 
تا ھ را در ٦ا‏ فعلم ابد می -۔ئب سے 11۸ فاصلہ 
امہ از خط ٹا بودە و بسمت صفر مبل مسْماثد ۱ 


تر ازا نا حرط 1 مجانب منحنی و نقطہ 4 در سمتْ 


زاشت ۵2 رری ش اہ مر ہو عه ب۸ ہنہارت مبرود . 


ش 








١ ۷ِ‏ 
برای تہمتل ہبررسی وطعیت مصتحنی نسبہت نوجائے کافی ات عاقتع تپ 
را بازاء مقادیر بزررگ بد| لم : کانکتھ - 7 ھ مش۹ 2 باػتف ۷ بالای 5 واقم 
شدہ .)0( منفی باشد ۷۸ زہر خط 8 رافع خواھد ہود . 
جنا نک بازاء مقادیر ھ بت وھم عنفی کو سدقت تا نت مل کٹ 7 
سعت کے میل نماید دوشاخه منحنی مجانب به لا کہ 2 درچپو دیگر ی درراہمت 
خواھد بود وحود خواھند دامت) ْ 
آبصر ہ ١‏ برلی تعبین علامت ھ ٛ و کہ بازاء چ ہینہایت ہسمت صقر عیل . 


سس کت متوان از سط محدود 5 پبرحسب قوای ۔ِ استفادہ نمو 


٣‏ چنانکه بازاء ٭ بینہایت ہو بینہایت شود. بترتیب سەموضوع امتداد مجانب 
محجافپ وو ضعدت مصحجی امت بمجاب را ارز سی مینمائیم : 


ْ ٰ۰ 2.۲ ٴ ۰ ٦‏ تح 0 گر : 
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زاوىة خط )8( را کل مکھ موتا نک ٭ ہسمت ہینہایت قرل ا ان عافضٹ5ر 


۴ 
است اتفاق اقتد : 
اکر فتیوعت مہ اسمتکی وت حعدی فن نوہ ۲ ہاب تھم نود ششاخهہ مر ہو عله 
: ہی سا 


دارای اأمتداد مجانب نخوا]ھهد ود . 


حخنانک م۰ مہارت سُود امتداد ب0 امتداد محانب بودہ و جوں 7- نات 
کہ کے 


ھیشود خعاموازری 0۰ 1 از ( ور کرت باشغد ںُٰ ہمشہارت خو آھد وت درا نحال 3 


شاخہ شلجمی شکلی را میہیماید . 


سنا کہ 0ك تحت صفُر مبل کندں اعتدذاذ ٗر() امتداد محکانس بودہ و جوں ا 
ج 
۱ ۱ ۱ سے : 7۲ 899 2 . 7 ۰ ہوا 
مضْبابثتق میشود خت مل مواری اس امتداد ده ار 31 گنختهہ باشد ں4 تعشیا مت خوآھد روس 
!سس شاخُہ منحنی شلجمی شکل اشت 


و بالاآخرہ سارک مہ سدمت مت رضاات صفرمیل نماید شاخہ ہینہایت مر بوطہ 
ٰ7 


دارای امتداد محا 


نبی بضریب زاویە ء خوآھد بود . 


وحد تی ۔ آحلیلی ١‏ 


ار 
محاب _ چنانکے بسمت ‏ محء میلنماید معادلەخطیکہ از قطھ (۶و,ء) ١1‏ 
منحنی گذشتہ وباابن ضر یب زاو یه باشد نشم ور صعبت تف اہو خط را بازاء ٰ1 ببنہایت. 
پر ری مینمائیم : مزاول ادن اط ۱ (ئ ہےج 3 ( م کت ہے ہت ف0 بوریہ 
ومحورء٥‏ رادر قطهٰ ۹ بعرض طجبە۔وحےؿ فطم مینماید . برای تعیین 
و صعمت حتف ان خدط کافی میٹ حتیہف این مقدار را کہ غعرص مد طط نامدہ ھیشود 
نظمھ . او ۰ 
ہین نماثیم ٰ 
جنانکه رن نات شود شاحہ منحلی شاجەی شکل اعت 3 
چنفکانکہ 7:ج پت سم حجدں گپ مل 
و صن سس تا 
رن امہودہ اەن مل مانب شاحہ صحسی 


ختوآھد بہود : 





۲ بالاخرہ سا اشن کة شاحہه مٰحلی ۱ 
مجائب نداشته و شلجمی شکل ھم نباغد واین 
درحالتی است کہ ہء -- پ ہسمت ھی حدی 
مہل .020 و ہینہایتھم نماسشّد ما در بارہ ممحنی سس چرزن -- پر سے رو ان حالت یش 
خو هد و 

وضعمت شاخه منحئی نسبت بءحا لب۔ 11 را نقطه ہر خورد محانب ۸ ۱ 
برای تعیین وضعیت منحنی نسہت ہمجائہش علامت این مقدارراکہ بازاء ںَن ۔ے سج صفر 
شود تعمان مینمائیم ۱ 

نک تو سے و بارء مٹماد پرمنبت رشمخان بازاء مقادیرمنفی و اسلمت ل۸) 
ھیل 7 بسەمت ھمان حدگ سن کت محئٔی دارایدوشاحخْہ یا محائب ب۵ ۸ 


ہودہ 12 از ۱ نہ درراست ودیگری در جب ان طط وائع مساشند : 


2-90-70 

-- دستورات بالا را ہدینطریق ختالاصہ ھیکنیم : ٰ 

جنانکه 2 نارواوو اث ستمتاہ-فعولن کی ٤ء‏ ضریب زاویە امتداد مجانب 
و هد بود. 

چنانکه رء - و بازاء ج بینہایت یت کہ میل گند خطے .63ن 
ہ٭حا نب محنی مہاشد ۱ 

برای تعبان وضعیت منحنی نسبہت بمجانب علامت ہی رء۔ ےو را بازاہ 
ات پر بزر کی > تعیبن میکنیم . علامت | 7 ممقدار وضعیتن ممحنی زاشنمت ہمحجانہش 
ہما خواھد داد . ۱ 

حا لت محصوص ۔ برحسب : نہ کہ د یدیم جنانکه (ی,يتس)ا۸ ہاش شاخہ 
اث منحنی کہ محا نب رینم ھ بمعادله : ہے ۔ل ژےء سے ١٦٦‏ باشد ببیماید را 
ممتوآان ہبصورت : (ج) ۷۳ ۔ل بی ۔ل۔ سے سے و کە در اہ (ع) ‏ بازاء تد سے س 
صقر مشود نوشت . 

وبرعکس چنانکە بتوائیم نو منحنی را بصورت فوق بنویسیم چنانچە 1ط را نقطہ 
بطاول سج ازخط ۸ بمعادله: ہے + --ے٢‏ فرض کنیم بے سس و سے (1١|‏ 
مشوی::ا 7 مقذار بازاء طواکسو مسعت صفر ھیل نمودہ ودر نتہجه فاصله نقطہ ١١‏ 
از ۱خط ۸ کہ منٛتہی مساوی 111[ اِست ہبسمت صفر ھیل خواھد نمود . واز 1 حا شاحہ 


ممُحی محانب ۸ خواهد اود ۱ 


بس از ۱ نحا اج۵ ممشودکھ ہر گاہ بتوان معادلہ محنٔی را بصورت : 
م 
ہے لہ ھت سل بس سے ح تو نوشت بدون محاسیه معادلەمجانب ووضعیت منحنی 
تم نی - 7 7 ٠‏ .۰ 


د‌ بعلور کلی جنانکھ توان معادلہ منحنی را بصورت : 


۶ ۓ ١‏ ہم 1 1 
سے لہ -ُ ےس سل .8 ۔- ا ۲ بن بت سے پر 
ٰ7 


ف۶ 


ا ای ا ا ا ا ا ا ا کت ہی رو رس وی 


و 


جات 


۹ 7 ۰ ۰ بی َِِ ۰ ۰ ٠‏ ۰ پک 7 ٢‏ 
را مجانب صنحمی معروصی نامتنك زیرا لة ۳إ ےئ فقو سح با ہہنہایت کس کر جج صعر 


خواھں شّد . 
رسم منحئی ک4 معادلہ آن بصورت (ح )عر سے و ذاذم شدہ ہاشد . 
۴ برای رسم چ ین من حنی دڈستورات ژار را پٹر لیب باپد اجر!ا نمو : 
٠ ۰‏ ۰ ۰- ل ۰ :3 ۱ ٠‏ 
دے 7 ان تماد ازمتناوب بودں ناہم (ھ) جر درصور ص۸ ناہع نناو ہی باشد وِاصله 


لازم جہت تغیبرات ء را بدست میاوریم این فاصله ہایں طوری باشد کہ با تغیبر ‏ در 


ان تماممنحنی رسمشود مقادیر 7 را کہ بازاء ۱ بات بع لق س4 نہودہ بامشخصس نمشد 
سے ً 
نیز معلو مِ میلنیم ۱ 
حسے ۱ 

ھارا در صور ایک اشکال: حا 0ة امت معأو ۴) میم 8 

٣۳‏ شاخەھای بینہایت منحنی ومجانبہارا ہررسی میکلیم. شق اژیف ا نتحت 
۱ امن انج میتوان مٰحسی را نفر سا رسم نمود : 
:8 برای رد‌ستبت ۱ وڈڑوں شکل سی ہبصورت دلقتر بابد تغہرأات تابع (۷) جر 


را باراء مقادیر کو ہررسی نمود و بحصو صضیص مقادیر ماکزیمم و می ايغم تابم را اید 


ہت چنا زیج۵ بہررسی علامت (س) ”کر اشکال نداْتةۃ باشد نقاعطل عطاف وسدمت نفعر 
مہحمی را ہابں نعبان نمود ' 

بابد باد ا ورووے کا درحالاتیک4(ء) نف ہبصوو رت اہ کک یں بررسی تقعرممُحجٔی 
و صعسبت ہی ثسہت ہبمجانہش 5 ۱ معلو 8 منما اک 

آبصر ہ سے در بعصی حالات رسم منحنیات کمکی راهنمائی 87 دررسم منحنی 
منمابد ملا 7 وچ معادله منحمی بصورت : )7( و ) کر سے رز نوشته 
شود چنانحه منحنی (م)ررارسم نمائیم بااضافہ مقادیر (م) ىر بعرض نقاط ان منحنی 


مطلوب را خواھیم ڈداشتء 


ٰ ۷ا 
ك_ رسم منحنی 47 معاد اه ٢ن‏ بصورت پارامتری 1ك گرم ہاش ۱٠‏ 


تھی 


6- نقاط مضاعف - نقاط مکرر ۔ منحلی ٢‏ کە مختصات یکی از نقاط 


آن برحسب پارامتر ہ بصورت : 

0 (4) و ےو )۶ )مر کس ۱ (١)‏ 

اکن ات تر کرجا گاھج ہشارعافرن ہس 
[7اوظ( غاو :رو فرحیاضن رہ 


برفقرار باشْت مہ )7 ا 1 باراء دو مقدار و 2 از تک نقطہ ُ۸ مرور کردہ ودوشاخه 


بی ھای : 


۱ ممحی از ابن زط خوآھند گذشت 1 چان نقطه 07 مصْاعف میہاشد ' تعبین 
اہن نقاط از حل 2923 (٢(‏ ردسدت ۱ دم و بطور انز ۸4۵ نقطۂ مکرر ماشدں 
چتانکہ ] بازاء مقادیر مختاإن کی , پوپ ار ھماں نقطه ے۸ +4 ۱ 

٦۔‏ فاخەھای بنھات ہ- کو اعت نقط۶۰۸) ١‏ بازاء مقاد یی سٹہاہت 4 
رھطمحنین بازاء مقادیر مشخص ہ رسوەوت رات دورشود ' وجوں ہرڑر“سی اہن مطلب 
ذر ظردڑز حالت بکسان است از اینجہت قرضصض میکنیم کہ چون سمت ٢ہ‏ میل گند : 

اولا فقط یکی از مختصات ببٹھا بت شود ۔ فرض کنیم کہ مثلا و ہے / 


ندسجنی ۷) مہل -.) لا رحیاثت ششدہ و بسمت ەپہ ممل نمابد نقط۸ ) ل 0 3ک سے 


ھمُجلی مجائپ بط ٰ۸ بمعادله . ھ سے ے سے ہر را بہمودہ و برای تعبییٔ و صعدت 
مصسجی سرت بمحانب بارں علامت کہ با ںْٔ لٗ تشارت ور ھمحمان علامتکەه با أ ں ہے -ج 


صفر ھیشو دو فت کہ 4 بار ا مقاد ار ات سرک ڑ‌‌ با رر کوز ار (۲٣‏ اسمہیت 0( ممل م لند 


اعبین ائیم : 
۱ جنا نکہ 7 سمت 6 شل کت 7 ہسمت ہابت 0ب زسم 5 ہل نمابند شاحہ 


و ا محا نب روط : وط -ج ک6 سسسہ 5 خواھد شٌہل : 


۵.0 
۱ ت : ٠‏ دہ ہے اش رت کے ً علامشکه را ان 7 لہ او وہہ 
تر لق بعت؛ و صمىشتت موی ىہ رھوئطتہ ریس سد ھت 
۹ : 5 --2 سے : 
و5 - پو صفر شود وفنےکه 2 ہہت م1 بازاء متمادیر رتو ۴ با کوچکتر .از بن 


١١ت‏ 
ضر ت- ڈر ص کنیم کہ چنا یج4 کر ہسمت ہ میل کت ل وت بت شدھ و 7 ٥‏ 
مت :٤ین‏ سیل تشائد . در اہئحال لت سپا ج7 شدم و امتداد ج0 ا[متداد 
ا : : و ۱ 
ما نس مماممشد . و چوں ت بعر ضش سک دارای حتف یی نہو دہ ڑ‌‌ مہات ہم نمسامشمشد خط 
موازی پ0 کەاز :قطه رق 72۸ ا 1 رسم سمہدہ باشد دارای جتدی بد و در نج4 شاه 
مر بوطه دارلای محا نس زمسباشّد : ْ 
۸ نہ ھر ڈو مچعاذصات لب ایت مشو (آد -_ درا نحال ھ(مانطور کہ در ہیس 
تعتیم باید گے را حساب تمود: اگرگے اسمب مترشن 5ت امتدارءت امتداد مجااب 
٤ ۰ - 4 ٠ ‫َ. ۰۰ 5 5 ۰ ۰‏ 2 - 
بودہ و چوں لذ سنہاہت میسو ت. شاحہ سے بوطه شلحمی شکل ائرتخػ ۱ ۱ کر ساوت 
شود إ[متداد 037( امتداد محااب بونە و جو رر -ح بی بیذہابت ھیشود باز س٘ا< هر ہو علٰه 
شلجمی ششکل است چنانکەے ہسمت هیل نماد امتداد ہکه 020 زاویەان ےء 
سے |فتذ اذ محااب خواھد بوت ٤‏ و2 انحال حلف ×۷ 3 سحقج را جساے مہذمائیم اگر 
حد ان بینہاہت شود شاخه شاحمی شکل واگر بسمت ے میل کند خط ھ بمعادله : 
سے لہ سح لا مجانب خواھد بود . برای تعیبر_ وضعیت منحنی نسبت ہمجانہش 
. و و ہے ۸ یج ا 
علامتمکه با ان کی ازمختصاتمٹلا × سنہابتشدہ وعلامت لہ ا نْمقدار ہک ہہرے۔۔ و 
ج۔۔ : جڈہں 2 ۱ 
صەر میشود وک 2 بازاء مقادیر بر دتر د3 پاکوسکز از 4 بسمدت ان عدرجد مل 
نمابد نعبیی مینمالیم . علامت اتہای میح] ات کے در ان شاخه منحنی وافع است 
و عالامت پک زم تک نی ذنسعدت رج بب فرار دارد معلزم مہنمابند ۱ 
۷ ن-۔ طا_ یقه زر سم مذحتى کہ ہصورت پارامتری ان ف2ت بات 
١‏ فاصله کافی کہ ہا نغییر بارامتر دران تمام منحنی را داشتہ ہاشیم معلوم 
کصد ' 
میِدنیم و بخصوص اب5 ہار امتر 2 توسط خطاو ط مثْلاتی دادہ شہدہ باشدکوچخنربن 


دورہ آناوں مامت2 اەن تو نع کوچکتین علخ شیج ۲ بطوریکہ ۱ ۱ 


(اود(طل+راو ..ی (وتابرے(مطدر تر 


پاشند تعیبن مینمائیم . چنانکہ مثلا ضرایب ء کە دو ایر:_ خطوط مثلثانی ہستند 


۱۹۹ 


و ٤‏ سے . ۱ ٰ آ0 
سرت ت و 7 وا 0۳3۵٣‏ 1 راکوچخترین مضرب مشتر أمخر جہای | نہا 


ینعی و 24 .و فرض نیم 1ھ ذبوبپورہ تناوں انت را2 توابم مرو 5۶ خواعد ہود دراینحال 
بای ھم مد ہررسی نمود ک4 ۱ 75 مینوان تر صحیحی ازابن دورہ تثاوں ملا 702171 را 
دورہ تناوب کوک باخبر ۰ ۱ 

سس ازتعبین ۲ کافی ات 8 را برای بدست اونَدق :مام محئنی در فِاصله ,بر 
مشخص بدآملہ ۲ مثلا ٢۲)‏ ہل ,۴ء)) ای ردھظیم ٠‏ 

آبصرہ ۔ چنانکہ با تغبیر ‏ ب4 ط] ۔/ تابع (7 کر ہز ۔ح۔)م) رو تاہم 
)7 ا( و ب4 ۷۶ _ل۔ )7 ۶ کہ در ۱ نہ ناف لے مقادیر ثاتند امیر کا بند برای ہدِست 

۱ ٭چ 

اورزدن مہحہی ذر فاص ٢)‏ ۲ س۔ 22 ۔۔ مم کافی است کہ ۵وس ھر رو طط ب۵ )0 ٣‏ ٤2ء"‏ 
را انتقالٰی مو لممه ای ز ور ا شوت : ادن مطاٰب مثلا ٹذرھورد سبکاوئید پیش شاف 

_٦‏ بابد حنی الامکان بااستفادہ از تقارن منحلی فِاصلہ لازمر ا نمود . چنانکه 
بازراء ھر مفقدار پ2 ادن فاصلہ بتوآن مقدار 7 2 زا بید| نمود بطوربکه قاط مر بوط 
اہن دو پارافٹرن ٦‏ و ۵ نسدت بات اط نا وط۸ قر بلٰ باشند صحجصی ھمربور زسسدت 
بابن اط با این زم اہ کر بن خواعد ود ۰ 

و ەمخصؤزص جنانکه باراء مقادیر اوہ و کا اھر سد ( مس ام و 4 ا( ۰ ود ہس ( گا 
باغد 0.۰۷(" مجور تقارن 
وچنانکه یھر ۔۔ سےڑ(ےم )مرو۸(ظ7) چپ ےہ( ےم)ئ باشد ئ۶٥‏ محور تقارن 
وجنائنگه؛ ا۸۱ اھر سے( کرو(۴) مر سسے([ک)و باشد مہداء مخ:صات نقطهتقارن 
وجنانکه ٠‏ )ي7 ۱ سپ سے ھ7 اھر و (کر) عر سے 7۱ ا 9 باشد تار اول محور تفارن 
ان٤ ٠‏ ۱ء) و --سے ( اھر و (ء )مر سے( م) سپ باشد نیمساز دوم محور تفارن 
خدوآھند وٹ : حالانےکہ بمشمر بش ا نے درو 7 ہر رز سن میدمائیم 4 

ا کة : 2 ١‏ سے '7 اد خائی ایت 2 را در فاصےلہ بدأهنه + ھ 


0 ٴ) 


۱ ل‎ ٠ 
رر ہے دادہ و بعل ڈسمت مر بوط _فاصله ) ۱ 4 8 ا ۔ل پ2 ا را‎ ٤ 0 سے‎ ) 


و سط تقار ں مرو لہ نکمتلت نما یم ۱ 


نے 


اکا و ہے اد ہے لھا کہ درا ںہ مقدار ََ ات باشك فِاصلہ مطلوب را 


طوری اقاف میکنیم کہ ٦‏ دسا نراقع باشد چنانحه ۲ مه اہن ‌فاصلہذر ض شود 


و ا و بی وو کک وت 
تحزیه شدم و جون ۴.2" اھ ا سال تفارن م ر بوطه ار 0 اح مھ وڈ 
کافی است کہ منحنی را در ھررك از دو فاصلہ آخیر رسم کردہ و بعد منحنی 
راتوسط قارن کل نمائیم او ملا ا سے سے تص باشد کافی است منحنی رادر ۱ 
فاسصلہ ) 5 اُرسم لعائیم : ٰ 

ا سن با ھتان 02( تغبیرات لازم این فاصله را بەواصل جز ٹی کہ در آ نہ 
توابعئھرو و شخص وپیوستہ باشند تجزیە نمودەمقادیراین تواہمر ا[ 5سدمت 
حدود این فو اض‌ل مل 5ید وھمحنین درصورت لزوم بازاء نت ے ء حساب میکنیم ۱ 
سیس ہبررسیٰ شاخه ھای بینہایت میہرداز یم بعد ازان :مام امللاعات کہ ممکن ات 
ارروی وابعتروو بدست اوَزہ ( علامت پا و ز ونقاط برخورد با محورھا وغیرہ ) 
راو هەحنين نذظط برخورد منحنی ہا مجانبہارا در ھ*. بآسائی ہدست آہند 


باد داشت مسکنیم : 


بہشتر اوقات با ہدست 5 ردث ا یج۵ ۸5 تابحال گفته شد ممکن است منحنی 
زا زسم نمود : ۱ 
.5 . رای و صحجنی بادقت اسم ابد تغمببرات توابع مرو ۶۸ ور زرط سو 
و در حالتیکہ قاط مصاعفی بنظر ہم سف بابد 1 :2 ارا نعین نمود : 
ان ذرصوز کہ توابع ()عمرو (۶) و اجازه دھند تقعر منحنی را بابد بررسی 
کے ٠‏ عمانطور کە در موزرد متحنمات )۳ )ا مر٠‏ سم ل ہفتیم ائزخ بررسی 0 ہت 
رضعدت مہمحجىی 


مثال - سیگاو ید - منحنی حاسل ازحر کت نقطه 1٦‏ یك دایرہ: چنانکه ان 


اسب بمجانہہا را ہما بد ملف ٠‏ 


دایرہ بدوںن سو حدوردن درروی بلت خدط ثابتی دور ہز ان سیکاو ہد نامیدہ ھیشود ۱ 


نيص٢ت‏ 
خبط ثابت را محور ×0 وامتداد حر ڈت راامتداد ھندت نٹ د‌ سد مختصات ‏ 
را یکی از نقاط ٭ کە در حین حرکت داہرہ منطیق بر ۵1 باشد فرض میءیکیم . 
مك 0۶ را در ھماترے سر و ائے سیت ب 27 راستادار کردہ 7 ج را شعاع 
دایرہ میکیریم : 
خر کن 20 دایرەرا ں4 ۸۹× ]ا وصل کردہ ویادا ور میشویم کہ حر کت این شعاع 
ذ خیچ مکی سافن 
زاویه (۸م, 31ہ ) را پارامتر ہ گرفته ومختصات ۷۸ را نسبت بآن مینویسیم. 
: : 


می 





نپا 


ہن منظور دذورہ ہام 0۸ را روی ب0 و (١۶7‏ تھے میدنیم :۰ 
(0۶7, ل1ہ )0۰ے ۔لے سے رز رو ۸ )طءہ ۔۔ مخ ں کر (١)‏ 
جوں دایرہ بدوں سر خوردن روی 07( محر حد اس ماول یثذش0 مساوی وس 
ا9 ای گ1 خو(ھد ہوک ۰ 
7 280 ا و نک بے (× 
ازطرفی ٠‏ پھر لم ۔۔ل+ . ے ٣۲۸‏ لہ (ڑڑرجو 'ر0)) ۔ے (بوو 'ئب٥))‏ ۔- (<(), ل(م) 
سرت ۔ل مر ۔ل۔ ہی ۔ ٣۸۳٣۔ےہ‏ (ازیں 0 ) -- (۷و۹0, 0۱) س (ئ0۶,](ہ) 
بودہ راڈا يحا: ے نیو ۔ سے( (ا,ا(م,) جوٗءب . ے ینم -- سے ( 031,0" ) مم 
ساتتت وتالکھور ارفر ابق (۷) ظافدررقارا فزار جس متا 
(> 8| . )حم صا ڑ کے ری رو ہے )۱( 


کہ ان سمکاو ثید رإ| مہدھد خواھیم خاشتیے 


جنانکہ ج بدہ مہشود تواہع ہو ر7 بیو سمة و مشخص ہو دہ رانک رہ :2 نموی 


2754 
مساوی ج٢‏ بدھیم بے تغییر 1 دہ وہہ <ج باندازۂ ہہ اضافەخوآھدشد ان تہج 
میشو دکه سیکلوئید از بینہایت ڈو سن سای کچ ھمکی ار 7 ار وت سط لگ 
انتقال موازی ×0 ر مساوی م۲ نتیجه ھمیشو وشکل تہ سرت ج اص ان 
بعر رف هندسی منحنی ہز و اضح صبباشد , حدو ۴ 'نغمبر ات 22 ابع ہو در حالمکہ ۶ض 


ہین )٠,۲۶(‏ تغبیر نماید بصورت زیر میباشد . 








جنانکہ قاط ( یم ) ٢٢۲٦‏ سے ٰ ٤‏ و 
مربوط پاراہترء و (رك) ۱ 7ت ہج تا 
مربوط پاراھترےء - ج٢‏ را 7 3 شف 7 7 : ۲ 
نظر بگیریم ازدستورھای (۱۷ ا“ .ےت ےط ال8 :- 
تیج میشو دکە : - ٢‏ ات ٌ 

سو سے لڑ ص.-- پر ہ٣‏ سم ان 


سم 


ینغ از ۱ نا خط رإ] ن٦‏ بمعاد ل۸ ۳۳ سد ۲۴ مج ور تقارن سی خواہد ہوت ۱ 


"ھ 
نے ساس 7 ہو ث٥‏ 


77 لا رت 


۰ : اق ا 4 ۱ کر رم ہے 
ضربب زاویه مماس وو ہو و نے جچد ےہ 


وازا حا یں میشود کہ ھماس در قاط 0 د .- مواری ۲ ماد درھر نقطه ۷ 
غر مشخص زاویه )۸ , آ١۱‏ ) مساویے بودہ وزاویه (/؛ظ, ا اق ات 


7٤ کر‎ 


2 جم 
(و6, 18) مساوی تپ خواہد بؤد, پس‌از ا نجا زاویه (۱808, ٥‏ ) مساوی ٢‏ 


‌ س-- : 
۱ _ ۰ :۰ ہس ]اح 0| ہے ا سم یسلت : ۸ 

بودہویا آآنکە غریب زارد تقازعیاری 2308-7۳( ۳۳۰-1 ) پر خرافتفت: 
در رجہ 0۸ منطبق برھماس در ١‏ سباشد . ایس از ۱ 4 یں مك رح ممشود ک4 
مماسض در بکنقطہ 1 سمکلوئید ار نقطلہ 1 کہ با ۸۵ روی رت فطار دایرہ فزار دارئد 
ساوت : 

تعرٍف ۔ خمهھای او لیکو رسال ۔۔ درہن خمہای جبری بك طبقه مخصوص 
بات م یشون اد خمہای ارنہ8نورسال نامہدہ شل8ەو دارای بعر ہف ریر اشن ۱ 

ھر ماحنی که پٹ ھ7 نرا بتوان ہر حسب تاہم منعاقی ازہ پاراھتر ہ 


ذوشت ۱ اڈ یرسال ممہاششد . 


ات 
قطرہ تار مہمحئی اورئینگو رسال بل منحنی جبری ُسنٹ . 
و لا خواھیم داشت ۱ 
رسم منسنی 4۶ معادلەہ ]ٗن نا بع صمنی ار ور بر باشد. 


۱۴۸۔ شا حه ھای ابنھا ات منچٹی جہر ی کہ مھعادلہ اٹ باصق ر تب تابع 


صمی ذا قْكہ باشد 

ادەتداٹ محاب مہ منحنی )را حبری وازھر تی۵ تہ بمعاد له: ہے( ص)کر )١(‏ 
ز کرد ارڈ ھا نحص ہرد رات راک تل کرزت 
وس ےہ ور ےج وٹ ہے 2/00050 
ھینوسیم )ا مقدار ثارت و ( ۴۱ )م) مجموع حملات درحهە یر خواھند ہود . 


چنانحه نقطه 1( منحنی بە بینہایت رود وشاخۂ را که میبیماید دارای امتداد 
مجانب ٥۵‏ باشد خط ]09 درحد بسمت 0۸ میل خواھد نمود . 
٢‏ 7- روس سای ھادی )0( کرذتہ م۔ختصات 1 0 7 کہ وڑےنںےك کم 


تھا معادله محئے, صدق مہنمابند وار ۱ نحا ٰ 


کی 
ے ‏ کی کو وکسج ُٗو ہے ہت (ل۰٥‏ یم "٣‏ (۷) 

خو(ھں بود . یس ار یم طرفن ہر “پ رملاحظہ انکہ ٌ بازاء ۷۸ در سہنہایت 

صفر میشود وہ ؛خ سمت ,“۸'۶ گوس سای هادی 0۸ مل مھیکاند 

٭ سے (۲۱۷۰۰۵م) شدەوار یئ نتیجه میشود کہ معتصات ھر نقطه ۰۸ در رابطهة 
سے ( ڑ, :)م6( )٢(‏ صدق جج ۱ 

و برعئی ...2 .- از خطوط دسته کہ تو سط )۳( نمایش دادہ شدہ فِفرض 
گرجو نال لزا کس سایق لیت کے ۲ خط7 را قرط کوسیٹتر سپا 
ھادیش .ّ7 فرض ڈُردہ مخذثصات تقاط بررخورد ۵ ور بصورت وپ نپ کہ "00 71 
ہت ر سػّه معادله (٢(‏ است نوشته میشوند جنانکہ إ٤‏ و ار سمت 001+ هھہل کون 
و ا ا و کہ ,۷ ک4 صمرمیباشد قل کر ولااقڈل ہی ازریشەھای 


معاج(! ۸( نات ھیشود ؤ‌‌ از ٠‏ نحا تی از انقساط : رخورد طط )0 5 ( ںہ ہنہابت 


ہے 
و هد رفت ودر شحہه ثابت میشود کہ ۸خ امتداد مجحاب (7٢‏ مبباشد دسنو رزیر ار 
آ یحەکەگفتہ شد ہبدسہت میا بد ۱ ۱ 
دستور۔ برای بدست آ ردن حالة دسته خط امتداد ھای مجانب خمجبری) 
کافی است مجموع جملات بز رن درجہ ( ئ۶ ,* )عررا مساوی صفر ثر ار دھیم . 
همحنین ہابد باان رشد کہ معادله (۳) ازفراردادن ہ > "7 در معادلہ ھمکن 9 
ںد‌ست فا بت : 
ٰ چنانکە (۶,۶) ب۸ را بعوامل درجہھ اول تجزیە نمودە و مثلا( زم )٤‏ 
معادله 0۸ ہاشد این ‌|متداد مجانب را سادہ ء مضاعف ویاازمر تب مر ام گویند برحسب 
| نکه (2, 6۸,۴ بخش بذنہر ( وہ ) پاہرقوہ دوع وباقوہ مر ام این‌جملە باشد, 
و ہا بزبان گر امتداد مجانب ۸ از مر تبه عر ام است چجنانحهہ خط بینہایت 
خم را در ىر نقطه منطبق ہر نقطه بینہاہت این امتداد قطع نمابد . 
اتیج - اگر (۶,۶) یم مقدار ج را درفاکتورداشّہ باشد تہ امتداد مجانب 
خواھد بود۔ ضریب زاویەھای امتدادھای مجانب ریش ھایمعادلہ۰ )٥۴(--‏ مامساشند, 
دردردسی شاخ4 بینھایت مربو طُ بی امتدان مجادب 
۹- (متداث محاب ء امتداٹ پکی ارمحور ھای مختصات است . 
فرض کنیم ون امتداد مجانب باشد پس (۶,۶) ,۸ دارای ج درفاکتور است 
و معادله در اہتحال بصورت : 
و و+... ۔۔ (ج) وم ۹-م2-۶ ٭وہ(یں) وھ -۰×٭ و (ئ) 


نوشته میشود . اگر ے  (٣‏ معادله مجحااب باقع سن انکز ے1 ری ماخ 


(ج) 


در ہو ط4 دہ ناك رود نا اسم ۸ میل کرو 2 سہمسی صەّر وطرف اول معادله : 


ہ سے (م) 7 سے ٭...۔ل۔ (6) " ١‏ (۷) موی (۷)_ 


7 سس ور م حت 7 
دبسمت (>) 7 مبل خواھندکرد بس از ا نج ر ۸ج4 میشود کہ : ہہ (م) ا (شث ٦‏ 
ٹ سور ایک ون امتداد مجانب ہاشد معادله دستەخط مجانبہایموازیو0 


ازصفر کردن ضر رب کے درحه ں در معادلہ ٭ سے ( ر, ج )کر ہدست مہا ہد 


-۲۵١۔‏ ٰ 
دستور دیگر نظیر 2 عیتوان برای مجانبہای موازی 2 بیان لمود . 
آبصرہ ۔ ے را رہشه سادہ وحقیقی (ع) ہو فرض کردہ چنانحه ہو بینہابت شود 
فقّط تی از ریشه ھای ج معادله (ہ) ہسمت ‏ صل خواہد کرد این ریش 2 
ای پر درو وآ سا مسا مرو گر ور تن عالم ماک سی 6ا ساب 
بخط ے سد (٤‏ حقیقی ہودہ و بخصوص این وضعیت موقعیکہ ىوں امتداد مجانب سادہ 
خم 0 باشد اتفاق میافتد ۱ 
وضعیت من×نی بت ہمحا أبپ ے خط ء سے تب رإ| معادله مجاب موازی وہ 
گرفتہ اکر نقطه (ء۶, ع ) 8ا بە بینہایت رود ہا قراردادن 
۱ 0 


سم س لت یڈ سن لہ ے صحے ئ )٦(‏ 
271 ص]|1 ۱ 


ممادیر| وت ہسمت صفر میل خو اعند کرد . چنانکه درمعادلہ منحنی تبد تل رتا 
را ہنمائیم معادله 92" ۰ ہے ( .س٠×‏ ) خر شدہ و عارف اول آن باراء 
ىٹس اج روح و صفر خواھد شد . پس برای ہررسی وضعیت منحنی نسبت 
ہمجانب کافی است چنانکہ یی ازھتغیر ہلی ام و یل ہو بسمت صفر میل گند علامت 
متضر ویک را گا قلت سڈ فور مل کہ تعبین نمائیم . 

مر آبہ نقطه واقع در ینھایت - طبت معادلہ )٤(‏ هرخط موازی ے ؛ منحنی 
را در و سد مر نقطه درفاصلہ نزدبات و اتا در مر نقطه واقع در بینہایت قطعم صنمابد 
پس از آ نا نقطه بینہایت واقم درامتداد و0 برای منحنی ازرتبہ مرام خواھد ہود, 

۴ امتداث محا موازی پکی از محورھا نمیہاقد - ء رایکی از ریشہ 


ھای حشقےی مخالف صفر (۶7,ر١),‏ ب ھ (ۓ, تائًا را نمّطه وائع روی شاخہ 


یىی 
بینہایت ")کهە دارای اھتداد مجانبی بضریب زاویه ء میہاشد فرض کردہ برای پیدا 
کرت خود مجانب حد و حجء- و را وقتیکە بینھایت میشود پیدا| میکلیم 
ہدین منظور درمعادله .سحےد(ےو,ج)/ بجلای بوھساویش ۳9 +۔ و زا ك اڑود 
و چون (ئ,۶)م) حملہ (و۔--۔ )زا در فاکتور دارد بسصورت : 


(,ج) سو(رجےء-- ر) ےے(ئم )یم نوشتہ میشود . و چون بجای ہو مقدارش 


7 ۱ : ا ۱ ۰ 7 ۸ 
را فرار دھیم ضر یرب ۳ج گجرل 8) یے ا منتہا مسازی بوذدە رز تر جملات بعدی منلا 
۶7 "- ا( تو :وان مکی 3) ار 7 ودہ و معادلہ حائل 7 


ہے (۵)ےی روہ( ۶۱-کج +ف(ئ) ن27 (۷0) 


مر مر 

نوشته خواعد شد چون طرفین لین معادلہ را پر ۶ ۰7 بەخش کردہ۔و .|| مساوی 
بینہایت 5نیم مقمادیر )2 ربشةەھای (9) مو خواھند ہود . برع اض آ5 کی ریشۂ:(۵) ٭2 
باشد چنا کەه ۶ لسعمب می مبمل کن پاٹ ر‌ +7 معاد لہ ۷( بمنہایت خوآھد شں لس 
دستور زیر نٹیجه میشود : 

ڈستور ۔ صرري زاویہ مجااب بث خم جبری راء فرض ک5ردہ عرض از مبدہ 
۱ سن محانب بشەھای 7 اب بزر 4 نْ ڈو 6 دہ معادلہ حاصل ازھعاد لہ ماحی ار 
اقرار دادن ۔ل بر ے۔ سے و در آت خو اھ ہبوٹ : 

آبصرہ۔ چنانکه ء ضریب زاویہ يك امتدذاد محصانب سادہ و حقیقی باشد 
)0) ہو سے و ازاق ىك رىِشة سادہو حھیقی بودہ و ان شاخه سادھ و حفیقی ,منحنی 


مجااب بخط ۵م خواھد ہود . 


وضعیت منحنی بت ہمھا _ برای بررسی وضعیت ھنحنی .نسبت بات 


مجانب حقیقی بمعادله : .ا ء سے ٢‏ بابدعلامت سے بر -- و را ہررسی 


نمود, اہن ممدار وقتن4 0 نات رود صفر سشدہ و چون 0 کا 7 سس پر فر جسسی "گل 


از معاد لہ )۷( ہدسب اید مبتوان تمدبلات ۱ 


٦ 
ا سپ 74ے 0 ہے ے-حے ض0‎ ل١‎ 
۶ 


رادر معا:لہ نمودہە و بہمان ری کے ہش در موردیکہ إ(متداد محانب موازری 2.7 
از محور ھا عیبود عمل نمائیم 

ھمحننن میتوان در مورد کہ 9ط تی از ریشه ھای ۶× معادلہ )۷( سنہایت 
ھیشو ن مااحظہ ت ےک بازاء ٥‏ نز دہلگک نہ سے ان ر رشەھمان‌علامت مجموع ر بش ەھار ۱ 
) ایت 


ڈاتھ وا کت اصع کا طر[ رام ۰واقت: 
ک۰ (8) مو ۱ 





کرد 
۱ مر آبہ زقھاہ واقع در بہنا ات ےت معادله (۷) را میتوان معادله ہ عای نقاط 
مشترك خم ٥‏ وخط ےھ بمعادلہ : ۸ لا ء سے ہو دائست . چٹانکة ۸م غبر مشخص 
باشد تعداد بر ۔ مو ازابن نقاط در فاصلہ نزدہت ہودہ ودر نٹیجھ ھر ہہ نقط۸ ات - 
خواھد بود . واز یی مجانبہای مر بوطہ خطوعطلی خوآھند بود کہ ضرب زاویه ء 
داشته و منحنی با را درلااقفل ١۔۔‏ بر نقطه واقع و امت وط رھاظ 
شاخه ھای شاحمی شکل ۔ م را مر تبه نقطہ بم واقع در سنہارہت در امتدادی 
بضریب زاأویە ) فرض کردہ عدہ نقاط مشترك خط بینہایت وم >٥‏ مساوی هرتبہ و 
رش عومعادله ‏ عدڑےر,١)‏ بر/) بودەو و لااقڈل ہساوی 7 ٹاش جنا نکهہ 7 موک 
از مر باشد منحنی دارای شاخەھای شلجمی‌شکل در امتداد مجانب مر بوطه خواھدہود . 
۹ن حار بۃہ زسم منحنی 4۶ معادلهہ )٢ن‏ بصورت ‏ سے (بیى م ۷)مرثاٹہ 
شدہ باشد ۔ برای رسم چنین منحنی ہاید بترتیب بررسیپای زیر را ہنمائیم : 
ا راد منحنی حبری وا زر‌‌ درحہ ےو دارای نقط۸ مکرر ار ھر تب --- 77 
در فاصله نز دك ہاشد مہداء مختصات را بدان نقطه بردہ معادله حاصل بصورت : 
کے وق )اپ .ے2۰۴( ۷م 


ہے ماب ٠‏ 7 7 ط 5 ٢‏ ح 
نو سرن4 خواهھد سب جنا نکہ قرا د ظیم ٠‏ 7 سے ہر تق ات ول ار ممحی 


تابع 

وو 
منطقی ار شہدام و ھمانطور کہ در رسم منحنی کہ معاد لہ ان بصورت بارامتری با ند 
منحنی را رم میکنہم ' 

و مجن اگ اگ منحنی دارای زھطاہ 2 زمر نہ ۱-۔۔ بر در مات ان 
فرض کنیم کہ اہن ند طاه کو إامتداد مھ سے ہے ۱و واقع باعل چنا نک منُحنی را با خدھا 
0 سم سے و فطح نمائیم ١‏ ہر نقطه برخورد در ہیبہایت و ہك نقطه در فاصلہ 
می ۰ ۹ .- 7 اق 7 ٠‏ 5 ۹ 
نزدیت خواھیم ڈاثتث قتھ ہدححۂ ا ند اد معادلہ۸ ممجہی بحایبپر معدار ) سلے گے را 
فرار ذدھیم ماد درحهہ اولی ہر یسب بصورت 2 ۔ھ تچ وخ ۱ ۔۔ )0( اگ ۴ 


می وار ۱ ایجا مقادیر ۲تاق 7ے ہحر قەب : 


۶ل .لے سے سے و .مت سا اس ۳ر خو(ھند شّد. 


-۰۲۸٦۔‏ ٰ 
حال فرض کنیم منحنی ازدرحه ہ ودارای نۃّطہ و از ھرتہہ -٢‏ پر درفاصلٰہ 
نزدیلک باشد . این نقطه را در مبداء مختصات فرض کردہ خط برے سے پ منحنی رادر 
دو نقطه بغبر از مبداء قطم کردہ ومختصات این نفاط از معادلات : 


۱ ٢ 
(١( ٴ2‎ 6۱١۱۰۱۴۷(-۴٣٢(ب‎ _))١,( ہ_ م6 “۔‎ )١,۰( ٭‎ 


ْ زوا و ہج لک 
7 ) منحنی مطلوب از بحث در ریشه ھای معادلہ (١)‏ چکانکھ 
از وہ۔- تاہہ۔إ- تغییر نماید ہدست میآید . و ھمجنین ات٢‏ ۶٤ر‏ منحنی ازدرجہ ہ 
و دارای نقطاہ مکرز اب ذر مه ۲٢۔ب‏ در اھمتداد ہے رم سی باشد چنانکہ بجحای پ 
مقدار 8 ۔ا۔ ہرے را در معادله فرار دھیم معادله درحه دوم : 
ہ+ە(۵) ہو۔۔(0) وت ۔ (3) 

7 بے 
مت اق وکافئی ان 45ا نرا ہبرحسب 3 بحث ت عائیم 

اک ہا ھیحیت از طریقه ھای بالاً نتوان معادله را ہصورت پارامتری 
نو سصحت معادلہ ماحیر ۱ ذنسبہت سی ا زمختصات ملا ل 7 نے کن دہ ودر هعاد لہ حاصل: 

ح ... سلہ (م) ۴٣‏ 71 --(و7) 2 ۱ بر+-ہ () ۴٣‏ 2 

حقیفی بودن وعلامت مقادیر ل را بازاء مقادیر ک0 کہ اتھیت 5 جن لہ تیر یگنن 
بررسی مینمائیم ار 7 بحث شکل تغریبی ھنحنی بدست خوآاھد امت 

_٣‏ شاخەھای :ینہایت منحنی را برر شی کر دہ ومجانبہای مر بوطه را درصورت 
موحجود بودن مبیاہیم . : 

۔ از دستورات زیر برای سادہ شدن رسم منحلی ھرچه ممکن باشد باید 
استفادہ نمود : 

7 ہے ک اسے مئ ےست حا اسھرتھ تا 
منحنی نسمت ہمبداء مختصات قرینه است . 0 ٰ 

این قضیه واضح و در ابنحال کافی است که نصف منحنی مثلا قسمت مربوط 


کاذیر مث +۶ 7 رسم نمہودہ و بعف سج می را با رسم 9ر بنه امت ال امت 2۵" 


معتصات تکتن چا ٹیم 


۔۱٢۹-۔‎ 


ادوعے ٹاک با تغیپر ٭ به ج ۔۔ معصادله منحنی تغییر ننماید منحنی نسبت 
بمحور ہو 0 قرینه است . 

زہرا بازاء دو مقدار *٭ مساوی و مختلف العلامه دومقدار مساوی و از معادلہ 
ہدست آیدہ و در نتیجھ بازاء ہر قطلہ ( ,ے٤‏ )][ منحئی لقطھ ےج -- ))3 
یں 


ا مہ 


را باراء مقادیر ھنبت 2 رسم کردہ و بعف قر بنه 


ںَْ نسبت ب4 ۵) خواھیم ذاش ر6 اہنحال ھم کائی (ِست کہ قسمتی ازمنحنی 

7ست ا راع تن منحنی 
زماآہ ۰ 

بی جو 


۷ 
3 3 7 

سو مغ ہہ عتارک با لغیبر لا ب4 ںِ۔- فان لہ ملحجی تغمیر ننمابد ممحجٔی اسم بب 
ر4 ج-0 رز ارت : 


ام لی 2 ٦ : ٦‏ 
جھارم - تار کے با مجر : بہ پآو لآ ب4 گ., معادلہ ممحی نی ننمابد منحجی 


سی :0ة ٹیسساز اول فربنة اث 
زیرا شرط لازم وکافی برای انکه دوقطھ (یھ)و (ئ,'۶) نسبت بەیمساز 
اول رین باشند ۱ استکہ کے پر و 73 کے ہر باشد 


انام چنانکہ با تغسیر بر بہ ہے -- وب بە مر -۔ معادلہه تغبیر ننماید منحنی 


ہر ہو عله نسدت ں۵ تمشازر دو قر یہہ خواهد بود : 
ای اق اھ ام ری رر کان اھ اسم رھ ات وط وس رھ 
کا و مر رت و دح تمہ ز ہے )او ڑ( بے ۷۴ ) اسب یہ سمسار دز ور 


قر ين4 ای و گ3 سے پر و ئ ..- اح رو باشد : 


ئ 


اہن رسم مسشی بطر مه نواحی وت 


ھ ۔ ماریقه نوا“ در بعہت 5 


یی ٠‏ ئ 
منحنی رابزرودی ہما خواھد داد . جناکەہ ہتوائیم رفتاداہ منحنی را بصورت 
7 و مر ایا رد وق وی ار کەه در ان شر ڑ۴ ب) ٹ۵ تر ڑ)..م. 


کو سا ھائی ظاس ہیک موسوم منحامات ٥ص‏ سم ۸ )+ٗ مھ ہے 5 ہام ... و سے بتھگ 
رارسم کردہ نواحی از صفحە کہ مختصات نقاطشان دو طرف معادله بالا را مختلف ۔ 


وحد لی ۔۔ تحلیلی 5 


٣٣ ت‎ 


ورس ات ھاشور میرزئیم واضح است کە ھیحیت از نقاط منحنی دراین واحی 
واقم نشدہ و فقط از نواحی کە ھاشور نخوردہ است خواھد گذشت . ازطرفی منحنی 
از تقاط۔برخورد منحنی۔ہ ے ۸ ہا منحنیات ا بر ے تا سے 0 صلی تو 
0.0 و بدینٰ ٹر ہبی نقاطٰی چند کہ منحی ار انگذثت:ہ ونواحی کہ در ان واقم 


اأست. خواھیم داھشاج 


مم چھ جھ چھ ےم چھ ےچ ۔چںهہدے 


بش دو|زدھم 


۰ ۔ کلیبات در صفحة راستادار محور وس سنا ٥‏ رارری ان فرص 

ا دے کو شه قطہی نقطه:]( مقدار حہری 1 شه 0 بکی ‌اززو ابای.حاضل ازامتداد × '< 

ہا یکی از امتداد ھای راستادار بک روی ]( 0 انتخاب پذیر است میبسامد . شعاع 

حامل 1( مقدار ](ں سے ۔ بودہ واین مقادیر ء و / را مختصات: قطبی نقطہ 1 نامند. 
اون مقادیر و ضعىت نقطه ]( را در صفحہ کاملا مغان ممنمابند ۱ 

فاصل دو اقطه ناف و را بمختصات قطہی [م+ وت0 )ار (پہ ر:ںٹ0) 


چے_-_-_. جہ 


۱ وس 
7۰ -۔ ون سس 1 ا 


ثر ضی ہر نۃ فِاصلہ ادن مرج نقطہ از بستہی شُدسی ' ۱ 


رل س ہت وا وت : 
((9ں0(-0۵۸۰) و بس۔٢‏ "سر + رح ۷ ا 

جنانکہ محور ص0 راعمؤد مستقیم بہ 0,27 11 م 32ئ.) کارترین حاصل را 

دستکاہ مربو طٰ تا فطبی نامیدہ و بان آيا 7 ھای : 
) روم >> روز (ا ون ۔ ے بر 

برقرار میبماشد . 

مار ر تھا اش بل من جئی۔د بر ای نمایش با منحنی در مشتصات طبیق مبتو ان 
خواہ 1 از مختیات ان مثلا۔ زا برحسب /) بصورت تابہع () )عر سد مس ذادہ 
و با آانکە ھر دو انا وف حسب بارامتری مثلا بنویسیم : 

(۸) و ے- 0 راغ 


١۲ے‏ 
9۷ے حط مماس مماس در قطاب سے منحٰی ٥‏ زا ہمعادلہ قطبی 
(8))ے حدم ()١(‏ فرض کردہ رق ات اہن منحنی از قطب بگذرد کافی 
استکە بازاء یك مقدار 0 تابع (0 )مر مساوی صفر شود . ْ 
فرض کنیم بازاء ہم : ھْ سے ) 7 )گ۶ر بودہ جنانکه /( لسعہمت 7 ول کت نقطہ ا7 
برسمت 0 سن کرت و خط 1 0( لسسدمھدت إ0 بمعاد لہ پم سد 0( مبل خواھد نمود ۰ 
بس از أ نجا نتیجە میشودکە : 
جنانکه بازاء یم کت /( ا ےم ہے مل سود مہحتی ار قطب گندتہ 3 اط یرم ک٦‏ آ7 
مماس بر مٰحلی تو اھدارو ٭ 
جنانکہ زوا ہ سے ))0 اھر دارای ریبشەھای مکرز باشد ابىن معادلہ نمایش 
دسته مماسہای شاخه ھای مختلفی کہ از 0 کت ند خو اھں داد 
مماس 0ئ ہا زم شر مشجحصضس .- معادلہ حم (٤‏ رإ در ۲ک"ھ9ە)" قطہی 
بصورت بارامتری رض کردہ نطه را ہر بوط بمقدار 7 ہار امتر میگیریم مختصات 
قطدین 0 و726 اہن نقطلہ توامعی از ہار(اھتر بودہ ٢‏ 
ًََ مخٹتصات کان ان : 
و وروی سر سر 01ع .-.. کی (٢۲)‏ 
- 
خوآھند ہود. جنا نکہ دہد رم مشتیشدسی 0١[‏ 
۱ عم کے 1 
٣‏ ھماس ہر (( بودہ وچون! نرأ یہ ل‌ نمایش د ظیم 


سم 


نر شی اآنصں بات ر0 سر0 عنتنتات 





73 و ٰ مساشند. 7 و9 ٰ0 رامشتقات "ر27 و 0 نسمت 


ب7 فرض کر دہ این مؤلفه ھا : ش ٤‏ 





) ک 0م ۸٥)‏ ') ہر ۔ل لا وم ٭مر سے ان 
٢)‏ 
) ک لہ '- وروی 0۔ح لہ )0) چرڑن 'سر سے و 





۱ ۱ ۱ یچ ۱ بوچے 7 
خوآھند ود یبس ھبنوان 7 را مجموع ھدسی دو بردار کہ اولٰی 7ے وواقئع رری پ0 


ت2 
کے ہزاویه فطہی 7 اگ و دیگری 06ںٰؤو واقئع روی إ0 کہ غمود مستقیم بہ 0 


7 


میباشد ور ض لمود . بس طبق تا ھای (۳) مقادیر جبری ۔'" و ٦(۸‏ 
۵۔ےہ6 ۱ کے ع 
خواھند ہود زیرا 7 سی ھارا میتواأن دستور ھای تبدیل محور ھای مختصات 
نسبہت 7 سٍِِ وی" نمود . 
از أ نجا نتیجە میشود کە چنانکە ۷ را اندازۂ جبری زاویە ء٭ن با مماس ١۱۷‏ 


نقطه ۸1 بگبریم ( 7(, 0) ۷ س ہت سے ٢‏ ۳۴ خو(ھد شد . جنائکه ا 
را ہارامتر فرص کنیم یعنی مٔحنی بصورت : )0أ 2-0 مس دادم شدم باشد 
ےت سے 0۷ میباشد. 

۳" آحت مھا سو آجت قاْم ؤماہی - ا وا ٦۷‏ زا ہازاویەه قطبی 
ہے مرور دھیم و نقاط برخورد مماس و قائم قطه رم ۸( (٢١‏ را بااین خط 
کر سے :0:90 کا نمایش دھیم را را تحت مماسض و ۷رت فائم نقطۂ ۷و نامند ‏ 
وافلست ا تہ لا گان مت اھ شھیر اح رم گازايہ عقو رت 


ورک شور سر ےت ہت 


. و کے یہ 





ودر ان ن٭ را مساوی صفرکئیم . از ا نجا: 
در بن ڈرھمول مل زاوبه 0 گرفتہ شدہ ایت ۱ 


برای محاسمہ امن فائم بہمان ٹر قمب سا و قائم را أو سيه و قوف .- مس ۰۲۰ 


قرِ ار مہدجھیع ۱ 


معادله قائم : (مء-۴ع5) ٘ ح٢‏ یا ٣‏ چاہت (---3) -- سےلا 
واز أ نحا مقدار ٴ0 : ار سے ۷ط( خواھد شد. 


ازاین دستورھا ممتوان برای رسم ختطل مماںں در نقطه ۷ اممتفادہ نمودہ ہبدین 


منظاور بحت ماس وبانحت قائم را خسان کون ومماس در نقطه را زسم مینمائیم ۱ 


-۱۳۔ 


۹۴- معادلات خط مماس : خ ہل ا ٹم یک نا نک معادله مماس نقطہ 
(مع,) ٦7‏ رادر .ْ7 ترین 05,03 نوشتہ ۱ ن0۔ 5 وم 


ون آن کو ڑا بثٹر ہبی (0-م) یزووں ىر ())۔--م)ورإو 0 فرار.دھیم 


۱ ۱ 


(/ سا رم) (ح-) سہد(() -رم) موی 





بت ہے 


نٹ0 
در اہن معاد لہ (ؿأإ و ن0ا مخ:تصات فطبہی۔نقطه عیر مشحخص ار ھماس ا ا : 
ات 
اہمںنں ٹر سب معادللاہ خط قائم نقط۸: ٠٦‏ 70ی) ه) :۰ 0 : 
و 5 


۹ے کے ب ہی شس ہر و ےہ 
)07( )ا0 
سے 
بودہ و چوں ھمانطور کہ گفتیم مل کیم معادلہ خطٴقائم ۱ 
۱ ۱ 
-/٢‏ مم ) و" ہے مس ر۰0 مس ہیں 7“ َتئ بج 

) ( كم نہ ) ( 2 خواهد . 

۴ محالبھا - نقاط بہنہارت منحنی (0 )عر سے م نقاطی قش کو 
بازاء مقادیری از / شارت سوہ ڑ2 نز ممکن است کہ بازاء کج ۔ٌْذہ 1 2 انت 
شود در اہنحال امتداد محانب وحود نداشتہ و ملنحنی ہینہایت مرتبہ در حول قطتی 
دوزان کردہ و دز ھر مربه فاصلہ 2 ار قطب زباد تر خواھد سد جذین منحنیات را 

در حالت کی کہ 1 رسسمھتس م( میل نمودہ 2:9 سای سُود خط سکة زاویه 
نطسیی 7 باشد ہد إ١‏ 0( نو ڈذہ و در سی امتداد ماپ خواھہد ایوہ . برای برذںذںسمل 
. وردنں مجاب ہی سن ىر ادمب عوںل فیکنیم 

اط 0( ہزاويه فطہی 7ر را امتداد مجاپ رض کرنو:ا نرأ ۵ زاویه ےک 
کت : کت ہی ۱ آ7 کے ۰ 

۱ ذدوران میم امتداد 0( حاصل ہزاویه فھاہی ٦‏ _۔لہ 7ر خو ]هد ہود . خدطہ 1 را 


۱ مو آزی ۶دا مروز دادہ بنا بتعریف حد اہن خط وفتینکہ 8ه بینہکایت رود مجانب 


ت١‏ ۳ 
مبباشد . برای تصان حد آن حدہ ط۴[ 
راکہ 02 فرض کردہایم حسابھیکنیم 


سسے موست 
حال ٣ن‏ تصویر ][ روی 0۷ ہودہ و 





ش٥‏ ؟ 
(()۔٣))‏ ہوم -(0-- جج + ر0) ۵ہ ۔ >> ( 0۷ , م(0) مم 011۰ ۔ ئ0 


در نتیجه مقدارے کەتحتمحانب نامیدہ میشود حدمقدار (ے( --0) رو سے 7 
و وت کہ 4 بسمت ط0 میل کند خواھد ہو 7 

برأی: بدست 1 نوننیے وضعیت منحنی نسبہت بمجانب کافی است کە علامت 
ے۔- 0 سے ھ را بازاء مقادیر ۷0 نزديك بە ۸ حساب نمائیم . بدین منظور مقدار 
رد ات راو اتم رقیات ال قرب رایت ظز میدا میکنیم و ھمح‌ان 
نایوعافت ات غعراگلاسی کات سح سکت پیدا نمائیم واہتکاررا نیز بکمكک 
شیعت اصلی آن میتوان انام داد . 

٭9٥9-‏ رسم منحنی کە ہعادلە آن در مختصات قطہی دادم شدم باشد ۔ 
برای رسم منحنی کہ معادلہ ا بصورت +. (0))عرحم دادہ شدہ باغد , عملات 
زیر را باید بترتیب انجام داد . 

١‏ حجستحوی قاصلہ آفیبراٹت 1 ے باید / را در ھر فاصله کە تمابعم پر راغ 
معن ری آضمر داد ولٰی کامی میتوان ان فاص را ىا استفادہ از تقارن و امتنارب 
ہو دن منحنی . جك نمود درزیر دوحالت مختلف را ہحث میکنیم , 

حالت اول ۔ ابع کر متناوب است ۔ مطالب زیررا بابدہتر تیب در نظر گرفت . 

یکم ۔ در موقعیکەر تکابم منطقی از خطوط مثاثانی /؛ و پا مضاربی از أن 
باقد میتوان رفی رت فاعله لازم تغبیرانترا حساب نمود. چنانکە م کوچکترین 
مخرج مشترك مضارب 0 باشد واضح است که ہا تغبیر 0 ب٭ نر |٢‏ /) خطوط 
مثلنانی / و در ۰۹ء تغہر نگ دەو ار انتا حَوة سی کوی کہ تاب (0) ر دارای 


دورہ تناوب >۶و مر ۲ مسباشد : 


۳۹ے 
و بطورکلی چنانکه دورہ تناوب عدد ۶ بائد : (٥)حرے(ط++()مر‏ 
خواہد بود . ٰ 
نا نک 77 - ٭ ر ابطورکلی ٢×‏ ےط بافرض 201 عدد صحیح 
است ہاشد زوا بای‌قطبی لو ۔+۔“( يك نقطه ہمادادہ ودر نتیجہ بانغبیر 0 درھ رفاصلہ 
عیبر مشخص کہ دامنه آن ۲ باشّد مثلا (۳.۔۔ ,سج" ) نمام منحنی را خو ایم می ا 
اہنحالت موقعبکہ کر تابعی ازخطوط مثلاتی 9 وبا 0 کت َ چ5 ریےاقا 


ایر 
1 
سے 


جنانته ٢۲٣ ے٦٦ 7٦‏ بطور بکہ کر عو ممحٰن التحویل اك نمملہ 
۱ 


( مغ +۔0) :31 از دوران ہزاویه ٣‏ نقطه (ھأ) ۲( بدست آمدہ و در نتیجھ منحنٰی 


از 7 قسمت کكە ار دوران متوالی ہکی از ۱ نہ ہزاویه رج حول قطابں ہبدست ما یں 
تشکل مرا شک ھر اھ ار این ڈسمتہا از تغبیر 0 درفاصلہ بدامنه ٭] ہدست میاید . 
در حالسکہ جے ۱ ] باشد دور ان بتقارن اسمت بقطب تبدیبل مبہشود 
جنانکہ جے٢‏ سے م| ہافر بی اک ہ اندازہ ناپذہر باشد منحنی از بینہایت 
تیج ک1 ازدورانہائی ہزاویه ۲ درحول فطب ہدست میا بند تمکن خواھد شد . 
ا تق و ٹا 
ث و م س ِس 7 نعین دورہ تناوں ۳ مقدار ) ج- سے / آ7 را امت 7 


میدھیم خنانکة : (0) عر۔۔ سے ) ٢ ٠‏ ( ( گر (١)‏ 


بائد نقطه ( َ 0-۳ 1 از دوران نقطه (0) ا( در حول فطب ہزاویه 7 مک 
رتفت آئ واز آی بر ائ زسم وس ھر بوط بفاصله تغبیرات ' کافی است 8 زا 
در فاصلهہ نصف آن تیر دادەو بعد دوران هر بوطه راإنحام د غیم . 

درحالت خاصیکە ٢٢ے‏ است نساوی )١(‏ بصورت: (0)عر -- سے (۔ح 0) کر 
و وہ دو اقطه گا و ']3 برھم منطبق سشدہ و برای بدست ا فرقت تمام ماحئی کافی 


اث 0 را در فاصله ٦‏ تغبیر دھیم . 


۰-.س۱۳۷۔ ۱ 
سوم - پس ازتعپین دامنە فاصلہ تغیبرات لازم باید ہررسی نمودکە آ بامیتوان 
ہا استفادہ از تقارن نسبت ہمحوری این فاصله راکوچکتر نمود یپاخیر . ہدین منظور 
ت7 یہ مق را طوری تین کت ٣‏ ۰ 
و طرسکر(وس وص آ72 ہوا رب فرکرلاہىو او تا 


ہاشد و در عمل این زاویە را یرام ْ اوغا شالت 


چٹانکە ہستگی (۲) پرقرارباغد قاط (0): 0(0 0)7( تسیث ہمحور 
کە ہزاویه قطبی ج مفروض‌است قربنه بودہ وچنانکہ 8ءء ہرفرار باشد 


- 8ت 
ہ2 ھر دوحال فاصلہ نغببرأات را طاوری انتخاب فیکنیم کہ کّ وو وسط ڈ5 


۳ 7 ۰ اس 27 ۱ 3 کن 7 کا سے ۱ ' 
وائع باشد یعنی 0 را در ( ۲ لہ ٢۲‏ :. . ۷ ۱ تار می میں ان فاصلہ بدو 


فاداہ ۱ ۱ ِ _ ت ا( ۱ 7 ١‏ سے و ٠‏ 4 ا( از ٥‏ بیو - قسمتہای 


منحی هر روط ہاین دوفاصلہ لسیمومت بمحور هر بوطله فریزہ خواجند روت وازا تنجا جھ 
میشود 5ه کافی است که متحنی را بازاء مقادیر 7 وافع دریکی ازاین فواصل رسم کردہ 
و بعد توسط تقارن مربوطه تکمیل نمائیم. 

حاات ڈوم .۰ تام حر متذاوب نممماشد ثتَ برای رسم منحنی ذف انجال بابد 
ه 0 تمام مقادیررا دادہ ول ی گاھی نیز ہااستفادہ ازتقارن اہن فاصلەرا میتوان کوچکٹر 
مود : قرض کنیم ک توان عددی مثلا (٤‏ بدا نمود بطوریکہ تکی ار سی ھای 

)٤( یی سے (0- سم )عر (ہ٥) (0))ی ے ()/) ")تر‎ )٥0( 

برقرار باعد . امتداد 05 را بطوربکہ : َ سے )١٠۶0(‏ باشدگرفتەامتداد 
ھای زار 0( -ںم لسسبث .2 فر ینہ خوآھند ود . بافر رص (َ( قاط 1ر اا١‏ مربوط 
بزواپای قطبی ھ و 2 ۔-م نسبت بە 07 قرینه ہودہ و با فرض (م) این نقاط نسبت 
ہمحجور 0 عمود ب۵ ہ0۸ ڈر بن خحواھند بود ذرظر ٹزو حال فِاصاہ تغمبرأات زا میتوان 


سے 
کوچك نمودہ و بعف توسط تمارن ہر ہو طله نحی را تلممل نمائیم 


۱۹ ۶۳۴- 


یی سس ازتعصینکوچتکترین ن فامللہء تغہیرات ۔ را بر:خدسب 0 ورس معاو 


.این ہرارسی :برای :تغیون 080 درن ہے 





_٣‏ :علامت ً را بررسی*"م مت 
شماع حامل باید بردہ شود لازم میباشد . 

٤ے‏ تقاط بادداشت شدہ ومماسھاى ا نہارا تعیین میکنیم . بخصوص ثقاط بینہایت 
ودر صورت مو جود ہو دن مدانیپا را خساب نمو دہ ودرصورزرت امکان و صعدت منحمٰی ر ۱ 


لسٹ با ہا اہر رسی ھم مد . مقادیر ۶ کہ بازٰاء 1 پا بات وا ضر مود در 





خعداول بر وم اشدم او دھماتطاور+ھ لم ہہ کہ :ميه شید معقاد رہ نگ م را :معن سکاند' اژرایلی 
قطبی مماس در مبداء اوت ۱ 
و نیز ہاید یاد ٦‏ ر شدکه :در قاط کہ ھا5 زیمم زو یا سی نیعم است منحنی 

عمود ہرشعاع حامل صبرباشد زبرأ ۴ء 77 نہٰا صفرناست۔ 

” _ نقاطہ کے بدہن تر ٹیب بدست آ مدەاند تو اتا منحنی ہو ستة ہم دو نل 8ڑ دہ 
وبرای اہنکار از حدول تغیبرات استفادہ میکلیم ۱ 

. عذ٭حنی: رسم شدہ را توسط تقارن ودورانہا تکمیل عینمائیم‎ _٦ 

او بالاآخرہ چتانحه منحنی توسط معافلات پازامتری (ءھ)وحدق (م)عرسء 
دادم شدہ بعد کو خکت رین فاصله لازم را برائے تن نموتے و بعد تشببراات ز۶ و 6 را 


مت ۱ 2+ ہر رسی 'میثمائیم ۰ 


ہ چہه جھ جھ جھ جو جے۔ چا ےج 


بخشن سپزدھم 
۱ سرک سی ھا 


ْ ۹ ۔ پوش خمھای ھهامنی کە معادله آنٹھا بصورت تابع ضمنی دادہ 
شدہ باشد - خمہای ٥‏ 1 بہاراہتر ہستگی دارند فرضن کردہ بنا ہتعریف: ہوش 
سیق 0۲( خم 8 است کہ برتمام خمہای 2) عماس باشد . معادله خمہای (٢‏ را بصورت 
تاہم ضمٰی ٭ے(ھ,جچ,7ھ)ک۶ر )0 کہ بہارامتر ‏ تی دارد 
نزو کر را ؛نقطۂ ماس ے رم و وٹ (ت ھیگیرم کو تا را مختصات این نقطه 

فرض کردہ واضح رر ا مم سان" 
ای کی او و وت صدق میکنند زبر ا نقطه ]( رروی من واقع میباشد . 
حال شرط ا نکە ضرق ظا و 1 در لا دارای يك ماس ناشنت میدوبسیم 

پر کے 1- 


ہارامتر ھای ھادی ھمماس ہر 11 حر ہی یت و وسر سی بودہ ومعاد ل.مماس پر 6 
ہے ب حر( 7 ۴و) ۔ل۔ چرس( جج" ) (۳) 


که در اف مختصات : نقطه از مەاس اند خواہد ہود . و:چون این دو مماس در 
نقطۂ اط مات کت بسن شر ط آ نکە: ہر ھم پ٦‏ شون انستکە دارایِ, كت امتداد 
بودہ یعنی : سے کے عر+ گے مر )٤(‏ ببمد ہیں 
5٦‏ ابع بل ول در معادلات )٢(‏ و(8). صدق. کردو.و: چون معادله:(٤)‏ را:ئسبت بە ء 
دیفزانسیل بکیوں ععادلد ٭ “ےھ + جک بعر + رت مر( 
نوشت آسو و بادر نظر 21 فتن این معادله دیدہ۔میدود كه برای ا نک 'معادلہ:(٥)‏ 


برقرار باشد‌لازم وکافی سکب -- مح کر (ت) بشدرازاجا 


ٰ ات 
نتیجه میشود کہ توابع رج اجس از ساالات ( 215( 1۹ع آ و دستور 
زیر را دراپنحال میتوان بیان ئنمود : 
دستور ۔ مختصات نقاط تماس منحنی ي٥‏ ہا پوش خود از دو معادله که یکی 
معادله مغفروض و دیگر ئ فشتق ا سر 7 کس امتر باشد ہدسث آمدہ و چنانکه ٰ 
این دو معادله را نسبت ب و وحل کنیم معادلات پارامتری ہوش و چون بین ا ۷ 
پاراھتر ے را جو کم معادله ضمنی ہوشرا خواھیم داقت۔ 
آبصر ٥س‏ در حالیکہ خمہای ) خطاوط مستقیم باشنف معادلات ہار اج غ ٍ ش 
بآسانی ہدست خواھند مد د زیرا معادلات )٢(‏ و )٦(‏ دراینحال ازدرجہ آور تن 
1 × وک خوامند بود, 7 : 
او کا حذف ہارامتر بین کات (٦(‏ و( ممادل ہمان 
آنستکهہ معادلہ ) ۲( ا رش ات ۱ رحسب ہم باشد 21 از 1 پت برای ثثست 
آوردن معادلہ ضمنی ہوش کافی است رید کەمعادلہ ما وشن و2 ریہشهہ بتاای 
سیت ٠‏ ببار |متر اف ْ ۱ 
۷ ے قاط حدں ۔ دومنحنی ۵ ز دباگ ۳ وط ببارامۃ رھای ‏ ۰ 2 مم 
رادر نظر کک فنه نقاط تقاطع 1 نہا ار دستگاہ :' : ۱ ۳ ۱ 
٭ ےھ( ۔۔س ,و رھ)گکر (۸) ٭سحز(بیخ,ئۓ ,ھاےر )۷١(‏ 
پدیی غیا بت ال رصن کنیم ى ثابت ہودہ وھ رسمت صقر میل نماید . منحنی 
کے ,0 سمت یم غیک کے دەو نقاط و ق ہسمت نقاطی ذ اقع روی یر میل خوآھند 
کرد . این ثقاط را نقاط حد وبا تقاط مشخص این منحنی نامند . ْ 
۔ برای تعیین این نقاط نمیتوان 2 را مساری صفر در معادلہ (۸)قر ار 
داد زیرا معادله حاصل عمان (۷) شدہ و زسرد کا حاصل غیر مشخص خواھد شد . 
برای رفع اہہام معادله (۸) را بصورت : ٰ 


سس ۱ (غصاّئٰ٣‏ م00 ۳ ْ 
ےس الہنٹنٹٹجٹ مسل اٹ لک کے ہب (م 








ٰ ١2ے‏ 
۔نوشتھ و خٹانکہ در اہن مغادله ر را ہسمت صفر مپل دھیم سال (۹) در حدٴ 
ور کت ڈو ر۳2 

خواهد شد. در نتیجۂ نقاط حد إزحل 0)..23322 )۷( و‌ 5 0 ہدست خوآھند آفدذ واین 
")" (١)رلہ3)‏ میباشد . یس ایت دبدہ میشودکہ تقاط حد ھرمنحنی ٢‏ 
ھمان نقاط تماس این منحنی ہا ہوش خود میباشند . 

و نیز میتوان گفت که ہوش دسته خمہائئکە ہیل بارامتر ہے دارند مکان 
نقاط حد خمہای مختلف آ دسٹه میبائد- ٠‏ 

۸ لہ جوا بھای مخصوص ۔ے بابد 7 ا ور کے بعصٔی نقاط حد ممکن 
است ح<ء جوتت مطابق فوق مر +1٦‏ د یم امن ٣‏ 

چنانکھ منُحنٔی ۳ ارہگ باچند قعله ثاہت کت د این نقاط جزء نقاط حد ہودء ۱ 
ولی جزء پوش نخواھند بود زیرا چنانکە ع بک ی از ایر نقاط ہاشد این نقطه در 
تقاطع پل دب + یم جع "رتو زا لخات قاظاسن سار سو مت 
وقتیکہ 00" دارای قاط مگرز باما3:, ٰ 

۹۔ پوش خمھهالبکە معادله ان بصورت پارامتری دادم شدم باشد ے 
ق ض نیم کہ معادلات خمہای ب) بصورت بارامتری 

7 و فکاے یں ,۶ ) مر سج )١١(_۴‏ 

داد شدم باشند . هر نقطه 1( وائع روی ٥٢‏ مربوط بپاراھتر ہ بوده و نقطه تما 
ببارامتر ‏ که تابعی از عیہاشد مر بوط خواھد بود . 

جاانکه درمعادلات ٦(‏ ۱ را برحسپ ؛ فراردھیم معادلات پاراھتری بوش 


را دإسَمه و‌‌ ہاراھتر ھأی ھادی ہما رات 











٥‏ میں ا5 کرت 7 هر 
ہج لو سو ٦)‏ 


٤ع‏ 90 ام سم کر تج رھ 


مببائند ازطرقی پارامترھای هادی مماس ہر زا : ًٍ9 2 ر٥‏ ۱ 


کی 7 (۱۳) 








سڈ 


ہودہ و چون شرطِ انطباق این دو ھماس و یا شرط عتباسب بودن,پارامتر ھای مادی 











9۷ ہہ 9 
بات . : را ما لک کا و : 
7 وی وت 7 
ضص -د کت یہ ےن 4 : . 0۱( 
ڑ‌ 2 ٠‏ 3 یم ة مرےے أ9 


۱ 
ارت سا ار انی معادله 4 را برحسب س ہدست ا وردہ و چون مفذار أ برا 
در( ٢‏ فان دھیم معادلات باراھتری ہوش را خوأہیم داشت . ھهبتوان ھمحنن ز 
بر حسب / حساب کرو و چون 1 ؤه شازلات)) ۱( بگذاریم باز ھمان معادلات 
ت7 را خواھیم دامشت . باحذفے و بن معادلات 72 2 )١٤(‏ معادلہ روش را 
ہصورت ضمنی ات خواہیم ا : 
۰ ۔ دولو إە ۸نی ے آعریف ۔ دولوبهہ بكمنحنی مسطاحہ روش قاہمہای 
٭ ان منحنی میباشد . 
معادله ممُحمی را بصورت بارامتری (۶7) وحدپب (ے) عر ےئ فذرض 5ردہ 
معادله قائم در نقطه ٭( ٭ سے 'پ (پی س ۴]) ۔ا۔ پر (ں ۔ چڑ) )١١(‏ 
میماشد . برای ہبدست 1 ردن ہو ین آن از طرف اول این معادله سبت بە/ مشتق 
میگیریم معادلہ حاصل : ٰ ۱ 
نے ہوےوجمسیوورت وج رورس تا 


سشدہ اس ار حل معادلات (ہ 0 ۷ ٦‏ ( افرمو لہای ٠‏ 


٠ : ۲ 1 ۲ 1 ۲ ۲ 1 ۳‏ 
[ ری ا : بھ کا س ری سس کک رہ 2-3 او سا کے اب سے ا (۱۷)( 
ٰس" 2 ہے 74 ان ےس" اس سے ٰ2 سچ 


مختصات نقطه مشخص ( ہم را ہما خواھند اذ 
چنا پک -٦-‏ ۱ 7 اھیم دبد | ان نقطه ھمان هر 1 خمیدگی مصلحنٰی نیز ممباشد . 


اگزمعادلہ منحشی بصورت +ر. مر رح رر دادہ 7 باشد چوں ج را ہاز|اھتر بنگیںیم 





ہے 


کےحے ا و ء٠‏ -حہ 2 شٌدہ در نم ریجھ دستور ھای 


۳ .. ۹ لے ٠‏ 
ہپ گر کلپ 14 رھ رتا 2 سے ہت ہی -م کر )۸ (٦‏ 
و ۱ لا 


سے 





را برای مخلدصات نقَطه تماس فائم با ہو حخود خوأھیم ذاثت ۱ 
مثال تس دوثوبهہ بگك شاحمی تک فماذلہ شاجمی : ٣م ٢۲‏ -ے 7 بودہ قائم 
در قط4 ١]‏ بعرض لآ دارای معادله : 
۱ .89“ 
ہے گے ( کے -٭٭)ہی٭×٭ )) 
72 ۶ 


۲ ۱ ای۔۱ 
دمیم معادلہ* و ٭ےے ہے کے سم سے رت کو -- 5 ) لہ ١۔ےہ‏ 


را خواھیم داشت از حل این :دو۔مغادلء ۔مخٹنضاٹ ہپ - سے لا ابرللہ ورڈ 
۱ اك 17 

نقط؛ از دولوںه ہدست نے و“ی بیلیم کہ ۱ سن ہل بر سحںٌ) عبہاشد از پنمجا نمانؤن 

سادھ برای یبا گ٥ردن‏ ھا مشخص خواھیم 

داشت ژزیرا: 7 ٢.٢0)‏ سے 3٦۹۳‏ خواھد ہود . 

از حلافف پارامتر 7 بن اہرلیل معادلات معادله 


کار نز بن دو لو پ4 : 





 آ ہر ۔ ٭<) ر۲ سن‎ (٣ 


ہدست آمدە وازروی آن باسانی شکل متعنی 


رك ست خو آھد آ مد ۰ ان ھ. یں در :5 دارای 





و دارای عاغه ھای شاج.ی شکل میباشد . 


مبتوان نین( ممار لہ کارتر ؛ن دواوە 


٦٤ شش‎ 


را ازنوشتن شرط آنکە معادله(١)‏ دارای ریہ 


2 ۱ ۳ ۰ ۱ 


بخش چہاردھم 


۹ - خمید گی“ دایره راستادار و دو نقطاه 1 و 31 روی 2 فرض کرو 
مماسہای :1)7 و‌ ۳ وک ان نقساط ک۸ ھظمسوی دایرہ نر راستادار شدہ ابد 3و نظر 
میگیریم ام ااطارہ سے ۵ك من تنا دم اع او سان کت 

۱ : 


مبدائے کا :سج س پچ 


ا [ قوس 







میہاشد :ا شعاع دایرہ وقوس '11]( اندازہ فوسی 





راد رم 
رٹ ا سے 
چو 2 - 7 


ە ا 





کوچکتر از نصف دایرہ محدود بنقاط 1۷0 و ٴٴ1( ۱ 
0 
خواھهد بہود . 
ناک بحای دایرہ می دک نے را 

داشته باشیم این تعریف باز قابل‌قبول بودہ ودر ش ۷ 
انحال نہر اندارۂٔ ع بر خسب رادبان مبماشد., فر اڑا نحا تعر یف را شید کی 
متوسط هیتوان نمود . ۱ 

منحنی 7 راستاداز دو راويه بین اإمتداد ھای مسبت مماسہای نقاط اه ا3 
ر برجسب رادپان خوآاہند بود . 

منحنی " را ھامنی ؛ثر ض دردہ انگ سے ال گناہ سک وت 
را ہررسی مینمائیم . بدین منظور وو د ۸ -ل ورا طاولٰہای متحلی اللخط قاط 1ر ۸۱ 


ے۵٤١‏ 
ذر زروی هنحجی راستادار 7 فرض کردہ گا 771 5وس چے ۱ ی ۸۵ خواہد شب ۱ اك 
7 و ۸۵ سا۔ [ی گوشەھای لیم ھماسہای ہت نقاط ر ل۸ بامحور 0(7 آفرض شو ند 
ہیس کی سے 
بعی : ( 0٠,۱۰۳‏ )عحومہ۔۔۔م و می ر۴ 


کی . چا " 
ار ا نجا ) ۸/۲۳1 ) ۔ |۸مل و کے و ہے نتیحه ھیشود 


: ۱ 
اع خمیدکی متوسط فوس '](1( مساری ٰ کے ود6 وچنانکہ ١‏ ہبسمت 1۸ 


ک 
َُ ھ4 06]) مھ ۱ 


ت7 ام ہے 
۲۱ مج 








۱ بودہ و ادن یف را بنا بتعریصل حمید کی منحی ٤‏ تر 





بد کی مو سط 


13 


نقعط۸ آ۷ نامند . 
جہ۔ ٍ" 


اقطه آ۸ قر کی دہ ہر دار 00" 


ج۔ 


0977 : ۱۹ ےہ 
۱ نراارمبدا| مختصات 1 ے0۲( 





ی 


میک یریم چنا نکہ 01 میں تمابد 


×-ہے 





اق ای ارے تار رہ اک 


می 
بردار (٥‏ رارسم کردہ و ف1 طول 


سض ۸] 


منحنی الخط نقطہه م در روی این 


۔ : ىْ .۰ 7 ۰ ٠‏ سپ ہی حا 
۰ ۱ 
ھندسی بر دار 0 0 ٹسسعسدت بہارامتر و بودہ واِن مشٹی ظددسی بر داری مماسی ہدایرہ 
ٰ 0 یڈ ۱) ٢ه‏ 
"' 5 8 31 ا 1 اس 7 1 ) 
آیز میباشد پس ازانخا ہگعح ےم برداری ممسنگک پہردار جیا 
: 0 : 


بعمن مشاقی دوخ 0۴ لسدت ٰ4 ی5 خواھد روہ ۱ وار نج لنسہءحج۵ ریررا میدوان سان نمود: : 
ںہ _ حد خممد 7 متوسط قوسی 77 لسوت نامز ات 
ْ ۶ 
٤ 1‏ 0( ۰ اتا ۱ وک 7 
مساری اندارۃ بر دار و ؛٭ ہی مسق صدسی دوخ بر دار (0(١‏ نے ہے ٰ4 ت0 
ی5 
خواھد ہود این تل خمید گی محنی در ١]‏ زامیدہ شود 


وحف ٹی سے آحلیلی ۰ 


ان 
٠ ٦‏ ٰ وت ہے ٠‏ ۰ 
اھر افب - نذا می کے مشتق درم 0( لسہت بطول مہجی اإلخط ء کہ ار 


نقطه ہار سم شدہ باشں بر دار خمید کی منحنی 237 نقطه 1( نامید ه منشود 


امتداد بردارخمید گی امتداد قائم در ]1 میبائد 
۱ ےج 
زیرا بن بر دار هسنبْتٹ ا] بودہ رر ار بر دار 


ھمماس بدإ برہ مثلثانی و در ى۵ عمود یٰ۵ مماسی 


۲ خولمد بود. ٭ 


٥9ل‎ 





صعودی حر کت دن تمفعرمنحنی بھی بابر است 


۱ ان 4 


اوسَنت رش تی زاویه قطہی ) نیم ھمماس 0 
منمہت صعود نمودہ و با نرول نمابیں و نمز انار ھیشویم کہ تقاط عطاف کہ در آ پا 
تفعر منحنی تغبیر جہت میدعد مر بوط ہك ما 5 یمم وبای لیمم زاريیهة یم مسباشند. 
چنانکہ عوق ون نت نقطہ ارراروی دایرەو ھمحننن سوی بردار 7 را کہ از ان 
چس ۰ 

یں ھیشو د بررسی نمائیم حو أھیم دریں کک ار دار شورف کی ژ(|1 در ھمان سمت فو سہای 
منحجئی انست بمماس واقع دہ 7 نکه کے انتا 1 تسم فعرهنجنی 6 
در 31 ماد , 

حال نابتمیکنے کہ بردارخید کی تی بسو یىی مدبت انتخابشدہ روی منحنی 
تدارہ ہر ا چتیائگۂ ابن سو را تغییر دھیم اولا زاوبہ برخوردء قوس 'ا( 11 تغییر 
نکردہ چون دوئیم خط ٦١ا١‏ و "|1 ھردو تغییرجہت دادەاند پس دای متوسط 
ٰ وس 0۰,۶ ار یت حیں آ0 ھم سر ل0 در سح سرذان حل یں دارای ھمان 


اندازۂ بردار قبل ھیباشد . انیا امتداد بردار خمیدگی 7 تغببر نخواھد ٦٣٣0س0ھ7‏ 


غمان إمتداد قائم 7- منحی 


مات کات سر ا مھ جا جو اعتمانہ ی را اس 
ھمان سطوی تقعر منحنی خواھد بود . 


9۳ سے شعام حمید گی -- مس 5ز حمید گی بن چون خمید کی دارای بعد ی 


۷ے 


عنکس نب طول میہاشد پس میگ ا ببعد بات طول ہودہ و از . تعاریف زیر را 
مبتوأان نمود: 

آھر لف ہے شعاع وی کی منحنی 7 در نقطه ١1‏ 7 ختمید کی در آر 
نقطه ممتاشد . ٰ 

مر کو 60001812-۳1 منحنی "/ در سا4 نقطه ب) انتکای برداری بآغاز 31 
ہامتداد و سوی بردار خەیدگی ودارای اندازۂ مساوی شعاع خمید گی میباشد . 


ام ہے | 3 


چون کچ ا است پس پت یا 6 خواھد ہو 








زه 5 
2 ۶ )م.5 ٤‏ ر7 ہے ٭ 
درروری قائم ۸۷ سوی مت را سوی مر بوط ہزاویه فطین 7 سل 6) انتخاب 
کردہ امنداد منبت اہم کہ ہد ین ٹر نہب راستادار رہ اعت عمون مسنقیم ںہ یم 


* 6 7 ۰ ۰ 
ھماس صشبتآت مساشغد . (ھتداد میبہت ھماسس بدایرہ در نقَطه ٦‏ ىر ھظمی خواهھد بود . 


411 ہے مس ات 

حال ۷ت إندارة حبری بردار .2 روری ھماس در ٢‏ ہدایرہ بودہ رد ار ۱ جا 
٠‏ و 7 ج-- *چ مس 

١ : ۱ .‏ ( می ۰ وج ہے 

بن مقدارئیز اندارہ جہری نرک ات شید کی کس سے سد ل مم خواھد 0 0 گے 


.. وک8 7 7 ت ٠‏ 3 
اہر انداره جبری بردار .)ڈ1 صمماشد ٠‏ یس بطور خعلاےہ توق گنت 


۰ٔ 





تھر رف ۔ خمید گی حبری حم "7 در ]( اندازۂ حبری بردار خمید کی 
ہے ون 0 3 مأ] ‏ 
]7.,..]0 بک فائہ راستاداد بەدھ وائدازەً ان کی مال 
سے [ 8 در روی مر ذار ہودہ ڑا ءہارہ 7 2 
۱ ات د 
اندارهً حجہبری شعاع 00 مساری اندارهً جہری بردار )۸1 در رری فائم 
: ‌ 01 : میس - ہا : ۰ م‫ ٠‏ 
راستادار ودەو اندارهٗ .2 . زم ماشد ٤٣٠حر(‏ و کے وت تی فرص لاواحت 


رت )اح 
و کی 10 خم ۵ تر 1( انحام داز 0 کہ دارای اندارہ حجیری 





کے ۱ ۱ 7 7 5 4 7 ہن “ : ۰“ 

7 ؟ ئپ درروی قالم راستادار ایت مساشد ۰ امتداد ال مب لن فائم بزاویه اہی 
9+ چے سپ : 

جم ود پئی:. ےر ال خواعد بود۔ 


27 
0 -- 5. 


كت 

چنانکه 8 و س 0+0 اقملہ باشند مات و ٣‏ عر 1 خمیدگی ازدستورھای : 
کپ رر بد وع یک ۱ ( ےم ) ں۱0۔+ جس لک ۱ (١)‏ 
عمق سا بت 

۳ ۔ے 8مہ سے مر ٌ ختمید 1 منحنی در نقطه ]( نقطه تماس قائم ان 
تقطه ہا دولو ہہ منحنی میباشد . 

چوتژتے مختصات گڑ و ۷ نقطه ٌ مر کت ...0 از دستور ھای )١(‏ ہدست 
میا ند پس پارامتر ھای ھادی منحنی 1١‏ وج دیفرانسیل ہسلی او تا 

یی مقادر : ١‏ 
(م-۔ 7 ٥۵‏ ص ح- ےہ 0ہ جو یا ۔۔ موہ سے کے 


۴(۳ +۷۶ ) ٭ہ ب ۲۔ )۔ َٔ ۶ | اہ وو رن سر ہی 


خواھند ہو دے ۱ راک در نر بگیریم کہ : 


ی پ 





0و 771ج و بس ٢‏ 09)) وی ہے تچ سے : ۔ عم نپ 


2 
مسہائند سس مقاد ار 1 ٣‏ 
2 ۱ جے 
) آك0۸ ۳ اتد سے سد ۷ ےپ ) سی ) 0005 ٍ پسے --ح۔ ان سی )۲( 
خواھند فت' . چنا کات جد بدہ شود مماس ؛ ار منحنی ١‏ 7 کہ تپ ممیماید دارای زاويهة 


قطبی ح لہ 1 ہودذہ بعمی إ[متدات 1 لں امتداد قائم ں0( ۷ ممباشد : بس و مکان َ( 7 
دولویہ مصىحنی 77 ھماشد ۱ 

۴۳۴ طاول وس دو لو ہہ .۰ سویعنبت روی دو (و پەرا ماوری ا نتخاب‌مے۔کنیم 
کہ لوم مماسی ہنبت زقطہ ۶9 بہمان سوی لیمقائم مت 2 ت٢‏ کہ توسط زاوبه کت سل۔ ۳ 
راستادارشد٥است‏ باشد, ١ى‏ را طول منحنی | نعط نقطلہ نارڑوی دولویہ نامیدہ ارزمفاسه 
: 7 
فرھولٰہای (٢(‏ با ا کت 0 7 ۸ہ وی سے ا کے , (٭> خ ۷ 3ن یں سے چلگی 


اتکی ٰ ہر ق4 و ا 18)۔ح دوک ہو 


7تت 
بدست ما بد ۱ ابن رابطه اندازہ جہری وس دولوپه را ہما خواھد داد , مثلا: 
۹۷ .سب ا0 آ۷ سو سے ان سی سب و سے ا۷ 

ہودہ وارڑ ۱ جا قصٴ٘بۂ ول را متوان بیان نمود : ٰ 

قضیه ۔ اندازۂ جہری قوس ٠‏ ::) دولوہہ منحنی"7 مساوی نمو جبری شعاع 
خمیدکی منحنی اخیر مباشد . "َ0 

ازاین قضیه میتوان بدون محاسبہ یك انتگرال طولقوس دولوہەرا حساب نمود 
ولی ابد برای بکار بردں آكآ98ہ٭8جج اق علامت فوسہا و شعاعہای خی ت کین را ہدقت 
ہررسی کرد بخص و صچنانکە درروی وس مرو راگ نقطاہ بازگشت وحودد(شتّہ باشد 

٦۵‏ ۔-۔- دڈولوپانت سے میخوا یم تمام 7 ' منحنی مفرو ضی دولوبہا نہا 

ار محمی معروض و را نکی ارز منحنبات مطلوب رک ھماضص در 
ثنقطاأ4 ۷ ار 0( قائم ہر پر در نقطہ :1 ماشد ۱ 
ٰ چنانکە سوی مثبتی روی ت انتخاب کردہ و ء را طول منحنی الخط ۷۸ ہنامیم . 

سم ہے کے چس 
طبق ۱ يہ که کش ع ا ۔ل۔ ۷ ) ےی ہو دہ واندارہ 21 ) ور 
سوی امم ھماسں مممت ۳۲ ۷ ماد 1 با انتخاب 77 مبہداء ووسہا میتوان مقدار ثانثی را 
حدف وق 9 جن نوشت و ہہ سے ص۷( بس تی ار منحنبات 
.- ۱ ج_ 7 

مطلاوب بین ثر ایب ہدست ما ہی کہ در رری جر ھماس ۷/7 بر دار 7 ۷ باندارۂ 
جبری ۔ ۔- دو سوی أەم همماس منبت برده شود . نقطله ہم ممٰحنی مطلو برا وقتبکە ۷ 
ھصحئنئی مغروص را ہیماید خخواهھد بیمود ۰ اک عبداء ڈوسپارا درروی ۲>سسحمی دادھ 
شدم تغییر دھیم تمام منحنیات مطلوہرا خواھیم داشت . 

اہن منحنیمات کہ عندا نہ ہابت ممأمد بەدولوپانٹھا هو سوخ ہودہ وباداشتن 
خی از | نہا میتوان تمام بقيه را بدست ا ورد ہدین ترتیب کہ در روی هر قائم ہر :ر 


بابف طاول ثامت/ سے رم را نقل کرد. زیرا 7 لے و یی م .لے ۴۸ ۷۷ سأ( ۸ ممباشد 


ے5۵۰ 
۱ با نعُمر تام دولؤہپانٹھا را حا واغیم داشٹ ی 


دو مصمحی 77و ٰ حاصل را موازی نافنں ٰ 





طار بقه رہم دولو پاتھا ہ اتہای لخنی . 

کە بعاول ۃ گرفته ایم بيك نقظه از منخنی ‏ کت 
با کرو .7 ارری این ھنحنی نک میدھیم . انتہایٰ او 327 آن که ابتذا 
در ےر أشت در 0 طاؤز یىی خر کت میندھیع کہ نخ غزبور ہمرور ہبازشدہ ولٰی ھمیشہ 
کشیدہ شدۂ باشد . دزرھز لٰلحظه قسمت بازشدہ م ۷ دارای ھمان‌طول فوس ,۷۸,۸ بودہ 
رحاکلسری کھھ رد رافاواھ گی کر تحص ت7 5 
را خواھیم داشت پس ارز یئ ثقطه ء دولوبانت بر را خواھد بیمود باتغبیر طول 
اخ تمام دولوہانتہا را خواھیم داشت . ۰ 
٦‏ ۔ محاسبه شعاع خمید گی و مختصات مر گز خمید گی ے مختصات 

نقطہ منحنی 'ا رام ویو برحسب پاراھتر فرض کر دہ مد| نہ مک : : 
2س ٢‏ ج۴ 7 نے سح مل میباشد., ۔لہ یا ۔- ہرحجسب ا نستکہ سویملبت منحن ی‌ھمان 


ل 


سوئ مقادِ 7 >> دا نزولی ا نٗ باشد: چون م) ۰ئ ارت از د یفر | اہین 


۱ 2 اپ 1 
1 اح ان تس بے فو و جج روس ہت بس۷ بدست ا فان 
سٹت-تہ سلہ 
4 
٦‏ ) شدت شا ۱ 
و در نسیحه : یں ےس ہیں رہہ 7 7 خواھد سل . 
وت سڈ وڈ 


ختانکہ سو یف رو کا سوی / ھای صعودی 72 باشد ١۔-ےء‏ خواھدبود. 


چنانکہ معاد لەمنحنی ہو رت (من) عظھر سے پر باشد رس جو عد سا سوکھ چا 
خواھدم شد . ۱ 
2٠‏ رام مر ٌ کے ہت مو لم ھای رذن ں( ۷۳ سرانب 


و ٦‏ ٠۔ص‏ ) باہو ۔ . ا۔م ) ٥ہ‏ نپ 


ا ا 
و یا: ٣‏ مہ و مم مار 


خواھند بود . ہا استفادہ از دستور ھای : 





816۲ 24 08( نگ لگ 
8 ہے کت کس اک ا 6ج - ۔۔۔ ہے یس تہےے گا 
"٠ ٰ‏ 2 یں بت 
بن کپ سی 
این مولفه ھا بصورت : یی 


نوشتہ سشدم و چنا نکه بجای ]کے مقدارش را فرار دھیم ورمختصات ۶ نارا 1 و رض 
کنیم مولفةھای ۷۸٢‏ بجورت : 
لاو اھ تر ََ 


وق بت 7٤27ھ‏ ھا 


نوشته خوآھند قد 
۱ پت معادلات ھمان فعاد لانیک زةعاہ مشحص فائہر إْ هبداد ند بودە و قِصہۂ شمار ٥‏ 
امن ہکن در سی نیز ثاریث میگردد ۰ 


۷۔-۔- خمید گی در مخۂصات قطاہی۔ .منحنی 2 ر و استا دار کردہ 0 را ندم 
مماسیس مد زط ۷ مرو ۱ 
)را (اویه قطبی ۸۷ فرض 
کر دہ محور 0 را ہزاویہ 


فظطیئ /( عھرور میدھیم را 





زاویه (۱۹, ٭0) گرفتە: 


8١٠ 


.و0 ےی ریا رر ہ)..-+ ر3و6۶.۰-۰0)-ع 


یگ : 
و تر ات4 و رات ت0 خواهد ہوٹ. 
برای محا٘سہ ادن مقدار مید| نیم کہ پر ےےۓجخ ۷ ۷ ھمماشد : 


کے ۰ خ۰ ے لق 5 
مولفه ھاى شعاع خمیدگی )۷ نسبت بہ 0٥‏ و 01 بترتیب : 


) کَّ |ٛ۔+۔ ۷ ا و ) ک ۷ ( ں0 


۔_۱٥١.-۔‎ 


و یا ۷ رو ۔- و‌ ۷ 0 ۱ بودہ و چنانکہ در نظر .رر 
یی م ری 











.۰ ہے |0٥ ٠‏ و ٠‏ ے ۳ ورلوو مساشند 1 تم لہ ھا 
477 وم یں بت مك 9 
09 زی : ' 
بصو رت : ےت مر سس ۱ کے و ش کے میشو ٹل ۔ ار اہن : ڈرو لہا مختصات 00( 


را و ست کان ۴ ہدست +> و بع ازا نْ در رت وج حساب فیکلیم . 
۸ دایرہ حخمید گی ُ اھر رف کو ا خمید کی در نقط٭ 0 وائع روی ہ7 
دایر اٹ کہ از 0 گذھتہ ومر 1 2 هر کت خمید کی باشد . 
اہن دایرہ بدایرہ ہوسان ہمناسبت خواص زیر نیز موسوم میباشد . 
قضیہ ۔ حد دایرۂ کہ در نقطه 0 مماس بر پر ہودہ و از قطہه ۶ نردیک بہ 0 
:3-_و  ]‏ دو قتےکہ إْ بن نقعطلہ ہسمت 0 شل کت ذا پرہ خمید کی خو ھن بود . 


0 را غر کت مخۂصات وھمماس درا نر محور 1+ گرفتہ داہرۂ که کو ادن نقطاہ 


فماس بہ بر باشد بمعادلہ ‏ .۳مہ ۷۔ل؟ ×× )+١(‏ مسامشد. ۔را 
۳ ۱ ۱ ۱ ۱ 
7 نے : : ش : ۱ و 
ود -ل کئو۔ سا چو خو|ھد سب . حال وشسکہ 1 مت ۱ ون کی پ لسم صەر 


۱ ۳ 


28 010 ا : : 
شل کر دہ و یح طو لؤْں هر کزخمید گی میشود۔ زیرا ہامفر وضات و 01 -ے مم 
او دہ وجوں معادلہ مکی (ك) مر ے لآ را بس طط کت 


ا 








یا 


٠ ۲‏ 19 : 7 ۱ ۱ ہم 
ور2مہ 4 ہج بسمت 0 ە٠َتآ‏ خواھدشد دار ۱ نحا ,ٰ0 





2 





۰ 8و ٠‏ ۱ 
ےہ . کاپ 


ےر 


۹- اندیکائر اس مم سا .- خمید کی ََْْ تعریف حمد ‫-- درمورد خمہای 
چپ یا فضائی نظیر تعریف خمیدگی در بارہ خمہای ھامنیٰ میباشد . ْ 
منحنی فصای )6) وقو سس ٦۷‏ نرافر کو ڈہ مماسہای قاط 1( و' 1< کن 


- عمیہ کی متوسدط 


لاوة٥ء‏ کہ زاو د۵ تماس نامیدە ملشود دا تی کو سا سن 
7 ہس سفق .جو رق ۷س و 


5 
٤ : :‏ سخ 
ان ٹوس نامیدہ ممشونں . حںف أِنْ السبت 7 ٰ1 أسمتبت اپ مل نمابد حجمہد ہی 
ڈو قط۸ ۸1 2 نامہدہ ھمشود : 
ح رٹ تعر رف ےت کی جہمری جدرمورد خمہای جب محمی را را۔تادار نمودہ 
ور الک الفضااھلاتہ و اکران وامظ ای گظس کو اظا0 
وج وسمی جا کی ا وی وس فو نت مو کو 
لم خط 0 را موازی 11٦'‏ ریئا ن مرور دادہ نقعله رتا جج مس کن 
یئ )۸,) را کک الف کات سن اتا نےاآممدہ یئ شود 
راستادارنمودہ 72 را مأاول منحنی ااخط اط4 7 میکیرم ۱ 





مم ۱ 


معقدار ۰ 0 ہہ اتا و وھ 5 
ج /پ +1 
-ھ٭" :00۸013 
نو دہ و پیر مدعدار ؛ کے ہے ول 
شعاعح کے حجہر ی نامبدم ھیشؤ و عقال قارتث میم ۵ 





. کہ قدر مطاق این ای حبری ھمان -040-00 کہ 


ص.١٥‏ 
: ہالا تعریف کر دیم مسہباشد . ہدینمنظور نقطه ,۷8 را بینہایت 7 دہك بە ٢‏ در رروی 
(6) انتخاب کردہ طول منحنی الخط آ را وخ سا ی میگیریم . نقطه عربوطہ بان در 
زرق الاکارس ہرہ اسشلابت اھ تعقاتر رز آزاق ‏ ال ات الفعظ 
۸7م خواہد بود بس ازأ تجازاویہ تماس ء عربوط بقوس؛ 8٢‏ )7 مساوی زاویہ 
0 نزو بامساری طو ل وس دایرہ عظمه ہ بان 4/٦١‏ مبباشد . حال این زاویه 


سم 


بہت بینہایت کوچکی معادل وس . اندیکائریس یعمی ٰ مم 7 ۱ ہودہ و ار ۱ نیج 


: سس 
رےےۓ ہت وار|ی ھمان حں !_'؟ ؛! خو(ھد ود . و ابر حدمساری 
اسر ۰ قوس رای ں ٰ ڑ۸ و 7 ار ص 
۱ سے اھ جم جم اہ شی وای تن لَُ 
٘ 11 ِ ا یی ایر نم 


آوصر ہ 5 جنا کہ منحمٰی ڈیا ھامنی ران ۱ دیکا:ریس (ر) دایرہ برادہ طول 
منحن ا لخط ھمان زاو ںہ فطہی لیم مماس '1] خواہد بود و از ا نحا تعریف فوق 
بہمان آھر یف رد تی در مورد می ھامنی تیدیل ھمیشود ۱ 

۰ ۔ قا لم اصلی - هر گز خمید گی - جنا نکہ لم ھماس مست // 7 محىی 


۷ 


)۲( را رسم کنیم اہن ھمماس راع دذرصۂحہ مماسی دز ۲۱ پر کر رخ خوإھد ہو تن ۱ اس 


1 


امتداد ان عمود به 1 ودر لتیحه4 عمود ہ4 ١٢١‏ مباشد ۱ 

کنا را کا تتراف اف اق مررر دھیم این خط بکی ازعمود 
ھای منحنی ()) بودە و 2 إْ قائم اصلٰی مہنامند . سوی مثبت رری قائم اصلی هھمان 
سوی منبت امتداد 0 ہر خو(ھد بود . 

حال دید میشود کہ صففحه 'إ ]( ٢إ‏ صفحه ہوسان نقعله 1۱ میمساشد زیرا اہن 
صفحه مرازری صففحه ۱۷۳ ١‏ بودہ و صفحه [خبر را مبتوان حد صفٰح4۸,/ ٗ0" رقن کہ 
7 بسدمیثأ ۱ مبیل نمابد کک وجوںنں 0( موازی ھماس ہر م()) در نقَطه +٦‏ است 
یآ آ نجا بنا ہرتعریف صفحہ ہوسان نتیجه فو مٗمعسيکتا ما تحت 

و لڑرھیتو ان گفت که قائم اصلی کہ ہدین ترتیب تعریف میشود قائم و‌ اقع در 


صمح !و سان مسا سوا 


١ ت٥‎ - 

غرکتڑے خمید کی منحلی ()) در نقطہ ١‏ نقطه ت( بودہ و بدین نر تیب بدست 
میا یدک در روی قائم اصلی 358 طول6)) 0 را بطوریيكه ‏ جب ح5آر رہ 

داہرہ س5ر نو بشعاع ا واقع در صۂیح ہوسانتےی دایرہ خمید کی نامیدہ 
ھیشود : مج ور اہن داہرہ بعلی خطکہ از زقھاہ ۶ عمود رص ۵۔ح ہوسان باسشد۔ م<ور 
ید کی و‌‌ با طط فطہی نامیدہ میدّو فو 

عموت 5 1 رصمحه ہوسان کہ از 1 زسم شلہ باشند بد یی نرمال موسوخ ات ۰ 
سوی ممبت ۱ نر طوری ا نتخاب سس وت کہ سڈ وجہی تا ۵‌۳ه۳(ه( شطمسوی سںۂ ڑج کی 
مقاسمه باشد .اہن سە وجہی ؛ سە وجہی ۴۲6٤‏ و پا سەه وجہی اصلٰی نقطہ × 
۶٢‏ ہ٥‏ مممشم' ٠‏ 

میدہ ھیشڈؤد ۱ 

چنانکہ یم خط ",0 را موازی 218 و ھمسوی ان مرور ذہم کر ےرا در 

وو 2 فطع کردہ جنانکه ٦‏ منحنی ں(( را سیمابد 2 ِكمنحنی () راکەآئدیکاٹرپس 


'ی نرمال نامدہ ھمیشود خواهھد بیموں ۹ 
سے - - 7 2۲٦‏ 
حال بت میلیم کہ ماس ُٰ)( 2 موازی 7 12 میباشد ۱ بد منطور بر ہی 
و وک و رن ا ا خی عو و را ک ست سرائ 0سا 9ی 10000000 ظا 
گرم ۱ ا نه کوسینوسی ھادی تو سط سای ھائی کہ درمورد تیر محور ھای 
ے ات در فسا ذو کردیم مم ہی2 بوطند ۰ متصان زط۸ 2 بٹر سب ور ٤ 4ٰ ٦‏ ا 
بودہ واڑا یج بارامتر ھای ھهادی ا 2 بر ہی وی ؛ ' ےگ و ”گب خواھند بود . پبس 
کافی ات ثابت کنیم کہ ۲ء عمود به '[81 و ]8 بودہ یعنی : 
٭ سے ' یم لم ''عھ گی جب ہل ' ہی سے )۳) 
٣‏ وس ا7 ای لہ و و ا ا س۔ زا ای ا اج ؛) 
مساشند . جال معاد‌له (٤‏ ار فاضله گرفٹن بجی ٠‏ جج سم 0ھ ۔ وہ 


بذىسب ایر و معادلہ )۴( ار فاضله گرفتن ےی وھ ہ٭ہے .- سل ک6 ہل ٴ سے ‌ 


یعنی از .ہ سے ( یہ ٣ے‏ بے ”اھ اہ لہ 'ص) سا ( لم .لہ وک جھ .لہ بی ) 


۷8ے 
۱ ابدسمت اید ' چون ہرانتز دوع صفر مبماشك زیرا 1( قعموٹد ب4 09 ایت سزاڈا نح| 
برانتز ارول 7 ز صەر خو إھدں بوٹ 


حال ا "۲ را ھمسوی ۲۱۲٦۲‏ راستادار کردہ و سوی منثہت روی (' )را ماوری 


انتخاں میکنیم کہ لِم ھماس منشدت نقط۸ .2 : نل 60 "م باشد .مرا طول مٛستی ا(لخط 2 
لو کی ۱ 


ی۰ ممثدار کو کے ۔ہے۔ (ہ) را تاب منحجی ()) در نقطه 4 نامند . 
ےک گی ۱ : : کے : 
غ سن ن مفدار بی ےر ے۲ شعاع 0020 خوا نہ مہشوں . 
نعر رف اپ منٰحی ینظمر ریف میں . 1 ممماشد : نان نقطہ ٠‏ را 


روی زم کر وت وانقط4ہ هر وط 0 ا راروی ( در نظر بگیریم فوس ٰ۸ 2 - مم ہم/ 
راع کارت کر جات معادل زاونه ) ۱ 2 ۱0ء 72 0 () کت ع مسباشد . 
حال این زاویەھمان‌زاویہ بین صفحاأت ہوسان اط 1 5 بہودہ ردر نتجەمیتوان 


رہ 


گا گر یی ساس پر ھا کت ضوت کت وفمکە :۸8 ہبسمت ا میل 
گند خواھد ہود . 

۱ ۔ دستور ھای ؛ر ل4 ے در اہنحا مشثتقات نہ کوسینوسہای هادی کە در 
اروا متن اقآ ر شدیم ا ٥ء‏ حساب میکلیم. 


چوں مختصات زط 1 ہر ٹیب ہے ھے ؛ ےۃ۔ ھظسنمند )سس کوسینوسہای ھادی 0, 





ے, تھے گگ ےم نٹ گےھ۔ خوامندشد. 
دی سم میں 7پ ریہ 
۱ ۱ سر 5چ گا یپ بیس 
رچوں میتوان تو یوما ا ود تی جت چا ا نو ٦‏ و 
ےم ِٰ ےا یح ھ 7 71 9٥‏ سی 
ار ۱ نیج 1 [۔_ چا رز ٌ 2 جو ۱ 1 ‫7 گے 3 


ممہاشند . چو ں0 ھمان موحاأسىة إْ ندمت ت رْقطه ) ا ہت ) 72 تکرار کنیم 
آ۱ گ١‏ 70ھ '' یی ج می 


رن سے کم ا کت سی وہ یر سی سے ے۔۔۔ سے آیہ| 


و کو وپ کے ےت 


3 ۱ ام ''ح سے ۱ 5٥٤‏ 7 ' کپ ْ ' ۱ سی ٰ 
سہگچص واز ری ٢‏ ھت ۲ کت نو 1 ×- جک ۱ ٦‏ دج سد ۱ )۷( 


ے٢ا‎ 


.. ےیک .۰ ۱ 
" خواھند شد . برای در تاس۔۸ و ار 27 ہے ' پ سا۔ 1 ا - 7 


مشىتیقی یکر م ۱ ےئ حاصل 


یگ ‌ کی ٴ‪ بیع 


رج رآ کت لہ سے 


شدہ وچون روابط )٦(‏ و (۷) را در نظر بگیرم این ستگی شزورت 
و 7- نے کت 24 - (٤‏ 
: . جا دج 


مے 


۳" 
لوسّته سشدە و پس از بحش بر ے دسٹتور ھایى : 
مد“ : ر‌ ےت ٍ٘' را 7 :. 

0 0 یں 2 7 ما گی اتب وی ےگس 


۔۔ سنہ ہے ہس سلس ا غلیاملال: دہ ہا دی .ےئ ہے سے سے ۱ )۸) 


٭ا یب '؟۔ ×ا ‏ ص'٦٠‏ ۹×( هی 








را خواھیم داشت . دستور ھای  )٦(‏ (۷) و (۸) بدستور ھای فرنه موسوم بودہ . 
رچنانکه زه گوس ٹر را کا ہاٴیم میتوان روسیلہ ۱ نہ 8 و ۱[ را حخساب مود ۱ 
۴۳ ۔- محاسبہ شعاع خمیدگی - ہرای محاسبه 1[ دستور ھای )٦(‏ را 


محدذو رر 1 دنہ زڑ 05 میکنیم تی حاصل : 


کر ا ےکس ا‫ ےی گی 
و )+۔) ۲ )+]) وہ سو )۱- ٦‏ 0 


مقدار جزڑ را بما خواھدداد. جنانکہ ہسویوو زررا مخثصات نقطه ]۸ .2 میدائیم 
حم می 27 جا ا 
سس ارہ خر ہے تن اعت 
٠‏ 7 ٤و‏ ا و‌ 2 اود وار انحاثر ول )۹۱( 


ےھ یں ےھ عاسے جس 


را میتوان بصودت : ٢)۳‏ ( 1+۷۴ )ا سج 


نہز نوشت : 


ھ۔ جج جج وج وج چھ۔ ..چچہ ہو 


۳۴ ۔ مجموع تقاط حقیقی با موھوی صفحەکه مختصانشان ہت ہدومحور 

وِقُم درغمان صفحه در معادله درجہ دوہ : 
ےج بے ۳ ١۔۔‏ ہو0 سم ۸۸-١٣۵‏ 2ھ(7-:)ظ7 (١)‏ 
صدیق کننك ملحنیات درحه دوم ہا مخروطات اما مشوند ۔ غطرایب ایل 
گی اس مان امت حقیقی با موھومی ہاشند ولی ما تمام آ نہارا اعداد حقیقی 
فرض نمودہ ونیز مجموع جملات درجھ دومآ نیعنی ")۵٣٢٢ھ‏ 
راہ (ج,بج:)ب نما یش میدھیم . خنانکگۃ ادن گر الحمله را بصورت ھمکن ہُویسیم 
کثبرالحملەه : 
٢ی‏ ڑل جب نا ٢‏ ہل سج س (] ٢‏ ۔+۔ ون ٣‏ وج ظا |١٢‏ ۶<(عورئجم,ھ)لط 


”سم 


تس اید و لصف مات جز یىی ان بٹر قب ؛: 


۱ ۱ 
تتا 7 بط ۔ی ۸ تح (ج,ۓج, ۷ )"ا َ ۱ (٦)‏ 
ہے کک 
وچ( پور ۔ل۔ بس ا کے (ورۓ, ۷)ںپ لا 9ت 
۱ .ا 
رجوٛیگو ملاک ز(ووورتآرات 
( ث ہ۸ٌ۸ 
خواھد ہود ۔ دترمینان " رز ے جطز اح۸ھ ضرایب بج وو پز مقادیر 
ْ چرڑ کم1]) 


فوق مبین کثہر الجملہ (ور )ار و پا (ئ رلم0خھ) لط نامیدہ شدہ و ما ضرایب 


-٥۹- 
- ۵ھ رادر سط مم بترایب‎ ۵4.2 
"و لحم "(0]۔ رم -.۔ توزڑ ۔۔ئان ہے‎ 
ڑم - را8 حم بر عەدوتطےے ۳ ہہررڑ-ہی‎ 
۰ میناھیم‎ 
۴ہ ردم بندی منحثیات در جہ دوم لفاظ بینہایت ھنحنی درجه دو‎ ٰ 

کہ توسط معاد لہ (١)‏ لمایش دادہ سشّدہ ھمان نقاط بینہایت امنداد ھای خطو طبکہ 
بمعادله : نف تی تو رک رک رہ ےو .27 )٣(‏ 
ماك بودہ ان خطام ط ممکن ارت حقیقی؛ موھطومی مجزا و بامنطبق برظم باشند ْ: 

اولا چنانکهہ ٭< "ظط - 6ھ بائد معادلہ (۳) نمایش دوخط موھوعی را 
دادہ گوکت کر لہ (١ٰ‏ با محبی از نوع بیصی را نمایش مبدھں . 

ادا شنانکٰ ہے "ھ ۔- )ھ باشد معادلہ )۳( دو خط حقیقی ومجزارا 
نمایش واو گ کت دممحی 5 نوع ھذلولی مبباشد :۱ 

الا ان ھ یت ل9 - )۸ باشد معادلہ )۳( دو وط منطبق برھم را 
نمایش داہ کیل ماحنی از نوع شلجمی اوت 

۲ بطور ارامہ گر رتت ت صحنی درح4 دوخ از نوع بہضی ا ھذلولی وباشلجمی 
ات بر ہی ۱ نک خط ساس را پر ذو قط۸ موشظڑومی 1 حفیقی ڑ5 5 منطبق و 
فطع نمابد ٰ 

انشاہ ارد کا فطل 0ففصحضت اص لاق انسھرراق اتا 
ار ااخوا (رو صس) ٴ مجدور کامل نا کشرالحملہ درحە اول پ ہہ لہ بر/ باشد 
وازا لجا نتہحه میشو ن کہ معادله عمومی خم ھای نوع شاأجمی را میتوان بصورت : 

ہ حت 'لڑ ۔ل۔ ٣ڑ ٢‏ لس (ا٢۔‏ آ(پ وو 5/) 

اوشت _ قفا بنہارت ادن ممح ہی منطمق لو اَل نت واقع درامتداد )/ ےن وور 1 


مسباشند 


ٰ بے 
ٰ ِ مرک5ز 2377 مخردطی ۱ 


۵ك۷۰ .- آعر رف رع رقَطه 3ا فز کے نفارن و بابطورخلاصہ رت يك منحنی ھ۵ 


2 حنالگ نقاط این منحنی خترور سرت ہدین نقطه قرینه باشند . 
٠ ٰ‏ و ای نکە زط۸ ئ وک مصحجنی باسششّد لازم و کا" اب کا :اط برخورد 
و اک از این نقطه مرور کردہ اد ہا منحنی نسبت این نقطه فرینه باشند.. 
شر ط 4۲ ممبداء مختصات مر گز ہل مخر وطی ۰ شثنتے ملحنی مخروطٰی 7٦‏ 
تھا تاج گی لات لا اح مس نعل ھاہ2 ا کھتنا 
باشد ا کا وت را بارامتر ھای ھادی اہن خ مل و بصورتے ۳ وا۴ڑم خوآھند ْ 
ْ - : مقادیر ٥‏ هر ہو ط نقاط ان منحجسی واہن ریدەھای معادله : 


رھ سے ڑ۔ا (70 0۔لیا دآ)اں + لہ 3 ر) .لہ لو وم تا ٢‏ ۔لہ م ف۸( 2 )٤(‏ 
نودہ برای ۱ نکہ مبداء مرکز منحنی باشد ہاپستی کہ غاد لہ ٤‏ دارای دور بیەمخالف 
ھم تقر کا جا لازم میا یدک بے سے 0ر 0(۔ل ,طط باشد, چنائکہ (] و 2[ ھردو 
صفر نباشند فقط خط ٭ سے پ10 لہ سر (] ماحنی ر( در دو نقظه فرینة سیت 
بممداء قعلم کردہ و ار ۱ جا ارم ما ایک کہ برای ۱ نکه مہداء کے وا پت همحنی 
باشد بای 5 ضراٴب ر1 0 ھرد ڑ۶ صهٗر رایت 7 س ار ۱ جا ص4 زیر را میتوان 
پیاں نمود: 

دےدے ہے نراق ۱ نک مبداء مخعتصات, رک وت منحنی درحھ دوم اعت لازم 


و کائی ابر کو شال ۲ات دارای عوامل درحھ اول نباشد . 


شر طآ نکە إِك اقطەمر کز مخر وطی مفر رض باشقد ۔ رہہ ) را مختصات ؟ 

فرض کرو چکانہہ محور ھاٰی مختصات را بموارات خود ان نقعه منتقل نمائے 
ضر ' 

معادلہ حم در دستکاہ جدید: ھ ےہ ( ۳ ۔۔ رر ا۔م )کر شدەهو جنانکہ 

اہن معاد لہ را پر جستب ڑستورز قاو2 ھا دھم معادله : 


۷یت ۳وی رک کی و رت و 


سا وک 


بدسدت انت ۲ برای ۱ نک مبداء حدبد مرکز منحئی باشد اون تائی اوے کھ۔ ۱ 
و - ہک (رہن.ھ)۔ گر 


ہہ لی مَ)( 


اتورواتا حا قليه زیر ٹیچ مبشود: 

قصیه ٣‏ ۔ برای آنکە نقعطہ ا مرکز منحنی درجەدوم ‏ سے(ىو,ج)م باشد 
لازم وکافی اسث کة مختصاتِ ان ر ہش 7 معادلات : سے ( رز ىس) مرو 
٭ے(ئ۲ج) مر با مد , 


بحث در معادلات هر گر - مختصات مر از حل بھرنکان 


٦ 


۱ 


٭ ٢.٠٢‏ و ٢ڑ‏ سے عرب (ہ) 


ا 
وت رت 


ہدذست ۱ مت وابن معادلات ر ما لارمغ ور کے نامند ھر گدام ازا بت خط در صۂحہ 


را نمایش دادہ و این خطوط را خطوط مر کز نیز نامند . 
ہت جنائكکه ۳ سس ر) ۵ سس اہ مخال(ف صفر باشندں 9۹+) (ہ) دارای ہك 
ر دس بودہ و خفاو ط ک5 متقاطع مساشند دراینتحال ہمنحی َ( دارای 0,-‪,ە- 0)0( رفاصلہ 


0 سش0 


۱ نزدیگ بودنەو می رجات ان کی کس رہ ہو١‏ .اس اس ,۳۴ خُدوإھند ہود ۱ 


٣ 

: حت بر اعت سے کا (ہ) غن کن و با ور مشخص م۔ماشد‎ ٥ جنانکہ‎ ٦ 

خالۃ ار لے گا (6)غ رسک امھ گار شاو طف 5ر غوازی بد 

ڈیا نک طارف اول بن ارزان معادلات مقدار ثاہتی باشد دراتحال ہەمُحنئی و( دارای 
ھرکز نخو اھد بود ْ 

21 لت ڈوم 0 وس نا (ہ) عو مشخص میباشد ہر گاہ خطاو ط مرکز (زظم 


منطبق بودہ و پا آنکە کی از معادلات (ہ) بصورت بت اتحاد در اق . در اہتحال 


نمام نقاط پا خط ۸م مراکز منحنی خو اھند ہود و چنانکە ]۸ نقطہ از" باغشد )۸ 
ثرینه اہن نقطه نسبت بنقطه اث روی "ا واقع خواہد بود ونیز فرینڈھای لال نسبہت 
تمام تقاط 2 رری مصسحٰی وائع مساشند ۰ حال رن4 ھاىی ٰ1 سمدت ہتمام زقاط 2 


وحد ٹی ہے احلیلی ۱ 


ج2۹9 


۱ قاط ستتان ختا تر کہ از 11 مو ازی ۸ رسم تہ امت سافقت. 
ْ بس ار آی نتمحه میشود که وس کنا ہك منحنی درحه دوم دارای مك خط 
هر اکز باشد خطیکه از ہك نقطه ]( منحنی موازی آن رسم شو شا جزء منجنٰی 
بودہ ودر ئتیجه [بن ممُحنی ہدو خط تا و 'تا موازی و قرینه خط هر اک نحز یه شدہ 
و بطو ز اِسَتسَا سان یکا ور ا خادط عر 5 ار منطبق باشند . 

۷۹ ۔ ردم بندی دیگر خمچای درجه - - ردہ اول خمہائی ھستند کە 
دارای كت غرکے درفاصلہ اک میباشند . اہن خمہا ارنوع بہضی ہا ھذلولی آئد. 
ْ ردہ دوم خمہائی سستندکە دارای ورک5 مَمسسامَلة 

ردہ سوم خمہائی ھستند که دارای یک خط مراکز عیبامند این دستہ فقط 
شامل دو خعطا موازی حدا وبا منطبق برھم مساشد. ر 

مجموع خمہای دسته دوم وسوم خمہای نوع شلجمی عیباشندہ 


حال بررسی اینکه درچه صورت معادله نوع شلاجمی 
ہد سے ڑل پ)(ڑ؟۔ا ر(ا ٢۔لہ‏ ۷۱(ورح+۔مہ/) )٦()‏ 
شا ا ات منعنی ازدسته دوم را خوإاھد داد میہمائہم . ندایمنظوز معادلات 282 0ھ 
0 ( وج ۳( 7م )م 
ہ٭ سے 0[ ( وو /7) بد 
رانوشته بحای کی ار معادلات معادله ٭ سی ٣ط‏ ۔۔ ور( را میگیریم این معادله 
از جحجعم دو معادله بالا بس از ضرب اولی در ہب و دومی در / ۔ بدست آمدە واز]نجا 
نتہحه میشود کە کر کا مہ ام تق[ ۔.. پہر (] باشد وس کاو ارات سس گی فر سٹکن 
وچنا لک اہن مقدار صفر باشد غيیر مشخص خواھہد بود. بس بطور خلاصه غن کا ممادلات: 


۰.۶ ا پر جرر سا و ہے م۰ 2 پر 1:1 کہ‎ ١ 


نمایش دو خط ماقاطم را بدھند معادله )٦(‏ نمایش بک منحنی از رده دوم را دادەو 
چنانکكکه اہن خطوط دارای بث امتداد باشند نمایش بك منحنی ازردہ سوم را خواھد داد . 
ہا فرض خر ضراہب (] و [[ متناسب/ و جم بوده واز آنچامیتوان چنین نوشت : 
و در رای ٹر و 9ط 
بس معادلۂ یك منحنی از رده سوم را میتوان بصورت 
2مف ار وھ وا اف تحص وخ وشت , 


:_ مظناد 
ٰ ۷۷۰ - انتقال محجورھا بطاورینکە مبداء مختصات رد کر سی منطبق 
کے فقطفویوں 000 زااعر کر منحنی مخروطی ازردہ اول یاسوم فرض کردہ 
۵ و ۵2٦7‏ را محورھای حاصل ازمحورھای اول توسط یك انتقال میگیریم . چنانکہ 
تر ختخانیہ کر دیم معادله 77 در دستگاء حدید ؛ 
00ت ا ا ا کپ 
یراک ملاحظہ کنیم کە : دی ار کور جک سس 
میباشند این معادلہ ہصورت 0 وی اق ای ہا در ا ا 
نوشته خواہد شد . در این معادلہ عوامل درحه دوم ھمان ع ال سائاوھ اہ نر 
مسبامند . برای محاسیہ ( یقرے× )مر اتکی اولر در مورد کر الع ھایھمکن ۱ 
استفادہ میکنیم ٰ 
(س جا رکر+ سی ) کرین۔ے یر ھ) ےار ھ ز ع اض 


برای مھا سہے ہہ " ) و باید اول ) لل. ٰ7 اھر را ھمگن امودہ 2 بعیت ور 


1 


0+ 0-1 
7 ڑ چوں در تین بالا بحای و مقادیر 3ج را فرار 09)/. 
۷ 9 00ل کر وی عو مر 
خواھد شد . 
۱ 1 
ذر2 حالتےکہ مخروطی از ردەاول بائشد : ھ0 و ج رت إاؤنہ 


راد ایا با کے ریھک وی ماف سے اور کا کا کت 


فیشود صورت برغ گی رسمطا دترمینان ف۸ اسم بعوامل ۰ ۱ خر بودہ و پر نیج 
معادلہ منحنی بس از انتقال مبداء مختصات ہمر 1 ان : 


)۷ 0“ 9 سی‎ ٣ 


خو ای نہیں 


-١١٦١١۔‏ 
۷۸ -شرط یك منحنی درجه4 ڈوم ہد وخط آحز لہ شوث ۔_ صیه - 
7 آ رکە معادلہ ہ سے (ع رج )مر نمایش بِلّامنحنی تحز یہ شدەرا بدھد لازم وکافی 
انی کے مان آت صفر باشد . ۱ 
ان شرط لارم مرباشد ہ کی کا : سے نمایش دو خط را بدھد در 
حالتیکە این دو خط متقاطع باشند تشکیل يك منحنی درحه دوم را کە دارای ىك 
مر گ8 است میدھند جنانکھ سس ر ھایى مختصات را بابن نقطه انتقال دھیم معادلہ 
رت اور ا مود وچون مرکز روی منحنی واقع است ہ -- ۸ خواھد بود . 
پر خالاتگة 7 طکە منحنی 07 نہا 'تجزیهہ میشو د موازی با منطبق ہر ھم 
باشند معادلات مرکز دارالی ضرایب متناسب ہودہ و دترمینان ۸ در اینحال ہم صفر 
خؤواھد شد . ۱ 
اہن شرط کافی است زیرا چنانکھه . . ے ےخ بائد اگر منحنی از نوع بیضی یا 
ھذلو 7 است معادله سے سیت بمحور هائیکه از مر و شک تن ند بصورت : 
وف 00 ا سوہ ونمایش دو خط متقاطم را خواھد داد . 
وچنانکە منحنی ازنوع شاجمی بائد ( ۶,< تر را میتوان بصورت کثیر الجمله : 
'خرالرڑجں +رت ۲+ ۱(ئودر+۔/) 





و تو 

نوشت صان اہن کثبرالجمله : 1ڑ آ0 وور کر ہودہ وچنانکە !ا نرابسط دھیم: 
پر نا 

یبرم چز حر ہل ۲ ٢آ‏ ۔۔اور 07] - ع ۵م وپا: ۲ ۔۔ ور 0 ) سے کے لم 


۔خدواهد شد . 
حال بنا بر ض 7 ۔-- مھ 7 وو 8 ایت دراہنحال چنا نک دید یم محمی دارای 
بت خط کر کن بودہ وار دو ندط موازری وا منطمق ہرظم کیل ممشود ۱ 


ساٹ کر دنت معانلہ4 در حج4ە4 وم ٰ 


۹۹ ۰- میخوأھیم ثابت کنیم کہ ھموارہ مک است ڈدڑ محور قائم مختصات 


۔٥۹۵-۔‎ 


انتخاب مود بطور یکہ معنادلہ تار منمحجسی محر نة انشدہ درجه دوم بصدورت 2 از 


۱ 
معادلات زیر : ۱ 
7 ۰ 7 کڈ کاکا ےی نت اوہ کے کا 
نی و وو و سج رت وہ ای ہے بہت 
ََ 


در کہ و ار ۱ حا اگئں۔ بکیریم کہ هر متحنی درحه دوخ سز یہ نىشفہ٥‏ ہت بہصی 


ہذلولی و پا شاجمی میہاشد . 

در صفخه دو محور قائم جات فرض کردہ و معادله درحه درم را نسبہت 
ہاین وستتکا بصورت : -- ٰ ٠‏ 

٭“ 7ل وط ۳-٢ ×× ٣‏ آىو۔۔ وم ا کی ا ظز 
۴,. ام برحسی ردہ| بک متحنی تعلق دارد ٠‏ لت تشخیص میدھیم : 

حالت اول ۔ منادنیٔ از رٹھ" اول ممباشد - چنانکہ معادله منحنی راپس 
از انتقال محور ھا ہمرکز آن ہنویسیم معادله جدید : 
دس لگ + تیم ہیں ۲۲م ۸ ٰ 
خوزاهھد قد حال محور ھای مختصات را در حول مرکز ہزاویە ‏ دوران میدھیم . 
' مجورھای جدیدر| ٥7‏ و 2٦‏ گرفته و زاویه ب را طوری انتخاب میکنیم کە در 
معادله حاصل ضریب صفر شود . دستور ھاٰی تغبیر مختصات : 
سس وجوم ۷ا گ+ہ یم ورزو ارس رز س برہی ٦‏ ہہ سم وع بر سے بج 


بودہ تن معادله منحی در در کان حعدوں : 
0 کے ا ات بی ان کر 0 اط 2 ۸۷ 


نوشته خواھد شد . مقادیر نہ و ں8 وب بثٹرتیب مساوی : 
سر ۲ورزع .) س۔.ہ بر جوم ہر جرزع ق ٢‏ ۔- سس آیوہ ۸ر ں+ھ 
ہو بورٛج بی ووع ) سلہ ڑ” ٢ری‏ -- سم ٢روو‏ ) م ۔۔ جو ”ون ہو جرژرو خر -۔ نع تا 
سس ٦وون‏ ۰) ۔۔ سم جوم یہ برع ثڑ ٢‏ -- ین ۷او ُ سح و 
میماشند . برای نک : ہ - ؛ ظا باشد لازم وکافی است کہ : 
سو ٢‏ ون 5 ٢ء‏ مم ٢‏ تد (.)--۸) 


۔ا٦-‎ 


: ْ کی ْ 
- با : ۱ ٣‏ کے تم سسدے ٢‏ 9 )۸) 


باشد در خالت خاسکہ ل_( سح ۸ر اسنت ہ ٹم ٣‏ یں (ودە و محجور ہھای دید در 
امتداد نیمساز ھای محور عای دیم خواھند بود . 


بر أی محاسمه ۱ ر ب) مجمو 2 و تفاضل ا 7 مقادیر را حساب ہی کیم 
أ٢‏ جم ٢‏ ۔لےدم ٣یو(‏ -ھ )-ے۷ًر) -.بںھ رو 0عخ++ھش ٢ں‏ +-۔۱ھ 


مساشمد حال طبق )ٰ۸( 


یھ : کا سے ار ۱ 
.٠سسشت‏ سس شس .لئ ات کل (٠‏ ۳ وق و ...سای اش ج ے ٠‏ ۷ و0 
۵٢‏ ٢۔۲‏ -۸/. رت 
ھ فا ت۲ر سےیض۸) لپ ص0 ی۸ 


خو (ھد شد .و چون مجموع ١‏ 4۹ھ و تفاضل ہ) - ۱ھ را میدانیم ان مقادیر 
راھیتو ان حساب نمائیم ۱ 

و ممکن است حاصل ضرب این مقادیر را حساب نمود ہدیئمنظور چون : 
(0)-۔ھھ) -۔- (٢‏ ۔+۔ھ) - )ھ٤‏ ھیہباشّد پس در ایذحال : 
).9 -۔۔ ٠‏ ھ) -ے ۹ ۱ شدہ راز ا سافى عفر رک نمزھیتوان‌ضرایب ×٢"‏ و ٢٢‏ 
معادله جدیدرا ریشەھای معادله درجه دوم زیر گرفت :- 

٭ ‏ ٢ق‏ - )58+۸۲( +ھ۸)-؛8 

معادله سادہ شدہ ۔ پس عیتوان ہا ااتخاب یك دستگاء محور ھا مختصات 

حدید معادله ھرمنحنی ردہ ارول را ہصورت ۱ 
٠‏ سے + ا ۱+ ن۸م 

نوشت. پس اگرمنحنی بد وخط کم نشزد مخالف صفر بودہ ودوحالت من 
نوع منحخنیٰ 7 شخیص . میشواد : 

١‏ منحنی ار نوع بیصضی است 7٠‏ 0 وھ ھم علامت بودہ و جنانکہ ابن 


علامت با علامت پکی باشد ھیدو ان نمام مر اآمل ر ۱ ار کین امو دہ و معادلہ 





ہ۷١‏ 
۱ ٴ *× 
را بصورت : دج ٹکو و 05 ٦‏ )۹( 


۵ 


نوشت ەر5در ا نحال رشه ھای دوم اعداد 0۴.211 و ََّ خوآھند بود . 


منحنی کہ توسط ان شعاد لہ نمایش دادہ ص۵ہم اپتئ دارای جو نقطه حفیقی 


چو ا نمایش زا بیصی موھڑمی را ممدہطف ۰ 


جنانکہ علامت مخالف علامت ؛ 4 و, ؟ باحد میتوان تمام عوامل‌را بر 
نے 


7 بیعش نمودہ ومعادله را بصورت : 


پا ٦‏ 
٥‏ سم پ سے پچ سل۔ - ()٠١(‏ 


ہہہے .--ا_ 


کوچکٹر از 5 باشد محور ای کائوئی ان را و یا 2ئ خوآعند بود. 
عََانگة یی سے یپ باشد مہحنئی دایرہ بودہ درایتنحال َ0( -ے ۸ر و -ح مااست 
٣ن‏ منعنی از نوع ھذاولی اٴسٹ بے در اہنحال ۸۰ و . دارای علاہات 


۱ ۱ اھ ‫۰ 
ماف بودہ زچوں فرض کنیم کہ علامت صر اب آَ*٭ ھمان علامت آ۔ ھہاشدیس 


ار تقسیم ثمام عوامل ار ََ معادلہ بصورت : 


37 آ۸ 


فص ےک ؤ ہس .ا۔ہ۔۔۔ لم 


ا آی 





)١١( 


7 نو ٠‏ : ھ٢٢‏ 7 ۲ 1 . 
نوشت4 میشود 7 جنآندهہ ۸ و مختاف|اعلامۂۃ باشند سس ار بھ ار ۸(ا ب4 (ا 


و‌ بالھعکس ہاز ھمابے نتیجه ہدست خو (ھد آمد . در اپینجا ٥ر2‏ حذرھلای 


٦ اے ہے‎ 
٦ 


و مسامتن معادلهہ 5 ۲ با ھذلولی کہ محور کانونی ۱ ں (؛ انت 


اعم 


اش ےرت و 


نمایش میدھد . 


7 و 


حالت دوم -‫ ہم+ْحنی ار رو دذوم مباشد ۰.٥‏ معادلہ نرا میتوان بصورت : 
۱ ْ 
٭ے [۔۔ پچ +٢. ٣-٢‏ (رطح+ ح۸ )- 


محور ھای مختصات را حول مبداء 0 طاوری دوران میٹھغ ٦‏ محور حدید ‏ 
19 ہموازرات امتداد محانب فر از کے ۱ َ0 را عمود بایےكن | اتخاب میکنیم 
7چ ا ۱ 
(ج(),ىج0)) حىيم بودم دسٹور ھای تغیبر مختصات : 
ور جم آپ لہ ہر جرری 'ج سے لز جم وھ و ۔-- وم مرن لب سد بن 
خوآھند ود ٠‏ فََاداذ منسی اس ارفراردادن ادن مقادیر رصورت رہ درخواھدا ہھدں ؛: 


۸ 


ه سے مڑہل۔(م ہوم مو پر برارھو ') ۷ ۔ل۔ (پ" جب رائو -. سم" ٭م 'ص) (] ٢‏ لہ 


0 ۲ ن0 ص 7 ۲ 
ڑب موم و ۔۔ سر وروی ) ا لہ ( یر بروو اپ .ےم ٭ ھ) ۸ ]۔ 


رای ۱ نک امنداد مجانب مواری محور '٭ () باشد ہاہستی کہ ضر رب ٭ در 
موم حملانمکہ اوہ ڈو رر سہذہ یت صھر شود گ با ۱ نکہ 

٢(‏ 5 ٭ سے بر رام ا لب یو ۸ باشد. بیس معادله با اسن شرط 

(ھورت ہے )١۳(‏ رر بجر( ۱ہ کیو( وت خواھد 


شد . در این معادله : 
م ۸0 نام 7" 5 ے ٣‏ 


مم مہ 0[-لہ ہم جوزھ (] -۔ س ‏ ( ۷7 ۸ ۳ڑ لے سم 0 (] ہو وو پت 
7 ۱ 1 ۸ امج : سم 
ممباشند . از سک (١ ٢ٰ‏ سی سد سے ۶م ٢۷‏ ۱ رست سیون و از ۱ یج دو امم 


2 رت مر پ) اش نکی ار نہا را [تخاں کرو و مقادیر 
نے 


سب سسپایخ کک مم لاق و ..----ا. سم ہے سا ۴۶ 08م 


ا۸ل "از -۔ ۷۸ء 
۱ ۱ جا ) را ازا نجا ہدست مباوریم . ىنانکگ ان مقادیر را بجای ٤‏ 8 و .کا ۲۲8 


در )وب 3ا ة رار دھیم : 


0 -۔- چر۸ ٰ و 
ست٭شمشسسجیسسجيٹے یس ٭ و ع۸ ہے ٣‏ 


تو .< 


۔۔١١۹-‎ 

' خوآھند شّں . محاسه ئ9 لزوی لَذَامَة ومیتوان بہمیں تر نیس حساب امود 1 
ازطرفی ۔- سے 10ھ - ل5ھ بودہ وچون ‏ ۸مم سے ۲ ۔عرہ اواممم 
است پس ۸م ۸۔۷ سے خواھد شد. وچون نیز )۲ھ سے 8٢‏ است بس بالاآخرہ: 


کے ریمس سس لو یی ٹن رر 


ےو جوعستقو" صرح 
ا ٦‏ ئن 0 7 کہ ۰ ھھ ہے 7 5 ک. ف 

مبباشند . باید یاد ١‏ ور شد ثه چفانہہ معادلہ منحنی نمایش باتک شلجحمی را بدھد 
۸ مغعالف سر بودذہ وردر یڈ 2 نے 0 اُست ۰ 

و ھمچنین چون )وھ ھم علامتند پس ۸ لے نیز صفر نخواہد بور 

حال محور ھای منعنتصات را بموارات حخود ےر کت دادہ 2 صبد|ہ را رم قملہ 
) ہس ا منتقل نمائیم ٠‏ معادلہ (۱۳)( بصورت : 

ے ل7[+ر ا یس و ۲+-(رلت-+یہ) ۰0+۔(+یی) ٠‏ 

وبا: ہے 8[ لہ مل ١ظ‏ ٦۔٣‏ ۲1۵۱ ۔۔ ٢رف‏ )۔۔ (لا۔۔ہئو0۱) ٣٣ت ٦٢ -٦](‏ 
نوسمه خواھد مس ہی , حال اث ںا را طوری نعییںن میکنیم کہ ضر سب و منّدار ثانت 
ھردو ص‌ر باشند . بعنی 

٭ لے گا .ےر للا ٢۔ید‏ ([٣۱۲۔۔-‏ رو 1 7 کک تا 
بامند ۱ معادلہ اول مقدار ہ لآ را ہمادادہ وازدویب ار بلِىست اید ڑاڑا زی معاد لہ 
2 یی موب نع 


ہم 


ٌ 7 0] ۲ ۰" اع ۰ ۰ 7 
فدر مطلاق روا بہارامتر شلجمی مو سو اوثہ و چنانحہ ۱ نر ث۸ 7 نمایش 


دھیم معادلہ منجنی : مت و و و خواھد شد . زبرا ھمیشہ 


میتنوان سوی مثبت 5> را طوری انتخاب نمود 5ےہ طضریب پ5 عنفی باشد . اتا نک 


بای ::) و 3ا مقادہر شانرا فرار دھیم : ۸+67 یت 1 سا مر خو(ھدں شد . 


حالت مسوم ۔ منچجئی ار رٹم سوم ماش ے معادلہ ۱ تر ہبصورت : 


٭ سح آ] سل ( بر یبر ۔لہ ہوم ) تج ٢‏ لہ (٢‏ بر سل ۶ئ /) 


ے۷ تد 
و ا 7 سسجت 
نوشته . خط, ٹوا سد ور لیم . است محور × '٭٭ حجدید 
میگیر ہم سز و٣‏ را مختصات حدید قطە گر فت۸ : 
٢ک‏ مل پوت س7 ): کت 


ُعحے۔ے۔ -د ٛچ سجیں۔ ہا رہوو سے_ےسہے سے 


7۲ ۔ل۔ :7 
<و هد كت معادلہ سصی در ٣+‏ یں بل مخ تصاأت ٠‏ 


ک1 پت ا ہے ٦۲‏ 


شدہ وچنانکە می بینیم ازموخط موازی تشکیل میشود این دوخط حقیقی ومتمابز ند 
کال گت ات ظا 71 رام رو صسررع کی یسوی بد راک جن تاب ا72 
باشد ارم منطبقٰ خواھند ہو وی ٣‏ 
پس هھمانطور کە در پیش گفتیم مطالب بالا را خلاصه کردہ و 1 یم کە 
ھر مصىنحئی در حه دوم یھی وریہ نشدہ بت بیصی وا پاگا ھذلو - وہا بت شلجمی 
خواھد بود. 
٣۶‏ شرط |] آنکە بث معادلہ درجہە دوم نمایشس بث ھد لو لی متساوی ۔ 
الساقمن را بدھد ےد رای ا کا و 
٭ حم آڑ نل پوڑڑ ٢‏ لہ بر 3] ٢‏ ۔ہ پر )لہ ہے و اگ ر۸ 
اش با ھذاو 7 مفنشاوئ ١سن‏ زا بدھد بابد ۶ہ 
مو یں ×۸ 
د۵ء خط عمود ہم را نەمایش واذة ودر یج۵ ؛: ە حصت) لجھ باشد ۱ 
دتے کی چنا نجہ ۰ے:) .۸ بائد امتداد ھای مجانب منحلٰی برھم عمود 
بؤدہ و محنی نا دلو ٠‏ متساو 39 السافین نو ان عق 
7 7 نتیجہ میشو درک درصورت قائم بودن محورھای مختمات معادلد : 
سے .ےپ ]ڑ( ٢‏ لے (] +٣٢‏ وہ 8 ۲ ۔۔ (؟پ۔۔۔ ٣٢س‏ )۸ 
معادلہۂ .‌.- ھذاو 7 قاىی:م:ساؤیٰ اسَائسن خواھد ود 


۸۹ ۔ معادلہ سە حجماه مشترك مخر وطات - نقطه برخورد عرمخروطی 


حاائی ا 

22 ار محو ر‌ ھایش ر اس نامبدہ شدہ ۲ از نا ۲ - میشو دک هر بیضشی حقیفی 
دارای چہارر اس حقیقی وھرھذلولی دارای دوراأس وشلجمی لاک رس میباشد , 

حال یکی ازاین راسہای حقیقی را مہداء مختصات گرفتہ محور +() را محوریکہ 
ارابن راس گذشتہ و0 راھماس دراین الہ میکبریم . درأینصورت باز| ھر مقدار ج 
معادلہ منحنی دو مقدار مخالف ئ ران ہربو طِٰ بودہ و از ای نتہحۂ میشو کا 
اہن معادله شامل ھرج عامل درجھ اول ب نمنتوائد باشد . از طرفی منحنی از مبداء 
مختصات گذشتہ ودر نتیحه معادله آن مقدار ٹا بت نیز نخوآھد داشت پس میتوان این 
معادله را بصورت ویر م٣‏ سے او اوشت پس اِین معادله بازاء 


ممادیر مختلف رووا ھرمخر وطی را درمختصان قائم نمایش خوراهد ذادے 
5 قطر ضا 


۴۳ قاط برخورثد مخروطىی ہا یك خط ۔ خمہائی کە در این قسمت 
بررسی مہذمائیم تحزیه نشدہ رض ا دہ و نام مخروطی را اتا اختصاص عیدھیم ‏ 
معادلہ بط (6) را ح(ئ,ئ )عر فرض کردہ خط م را توسط مختصات 
(ئرےت) نقطھ ,۸( وبارامترھای ھادی (2,, ویانک تصاویر بردار تو فذرض 
شدەاند نعمین میکنیم : 

مختصات بک نەقطة این خط را جنانکہ دیدیم بصورت لق م ١‏ لو ےج 
ہا شرط اک 08 وا ضط 7 باشد میتوان نوشت . مقار م ھر بوطہ نقساط 
برخورد مخ و (()) ریشه ای معادلہ 

ار ا و رک ہہ و (١)‏ 
ہودہ ۰ با استفادہ از دستور تاور برای کٹا الہ ھای دذرج4 دوع بصورت : 
ہت و ات و رن مک وت 
نوشته میشود . دراین معادله نیز (ئٰ7)) مجموع عوامل درجه دوم خوآھد ہود . 


چنانکہ امتداد ھ2 إ(متداد مجانب مخروطٰی نہاشد ر۴( )0 ََكَارَ صفر 


ے:٢۷‏ ت 


بودە و ختطل 7۸ ھمٰحخی را در دو زقطہ کہ ممکن ا یں حقیھی ھوہھوی ! مجدزا و ہا 
منطبق ہر ھم باشند قفطم سو اعد کر ھا 

چنانکه مخروطی ھذلولی رے بکی از امتداد ھای مجانب باشد معادلہ (۲) 
معمولا دذدرحه اول شدہ و برای آ نک ان خطل ھذلولی را 3ڈ ون نقطہه بماصله معیںن 
قطع نکند بایستی کہ ۸ر مجانب ہاشد . حال برای أ نکە این شرط برقرار باشد لازم 
و‌ کافی است کہ مخخ٘تدصات نقط۸ ,51 در معادلہ 


ہے ( یع ا کرھ۵۔۔( جو )۷ خحردو 072 


صدق نمآاند. 

پس از ا نجا نتیەجه میشو دکه چنانکه ٤‏ وھ پار(اھتر ھاىی ٦‏ تی ارامتداد 
ھای مجانب باشد معادلہ (۳) معادله مجانب موازی 7 اداد خواھد ہود . 

۳ _- قطار بث مخجروططی ۔ قضيه ۔ مکان ہندسی اوساط وترھائی موازی 
امتداد 3 یر مجانں ؛ خعلی کہ ثعار امتداد ۵8 نامیدہ میشود خوآھد ہبود . 

1ررك اھ ماماتی استائا 7ئ گرسمر ق ا کے رج مسا 
وتری موازی 8 باشد لازم و کافی است کہ خطیکه از این نقطه موازی ۵ رسم میثود 
() را دردو نقطه "ا و "کا فرینه نسبت بە 31 قطم تماید. حال مقادیر وم ھربوط بنقاط 
٣۳و‏ طز از معادله : 

ا 0 و یں رد کر کی و و 
بدست ون و برلی انکہ او ''ط نسبت ب4 ]1 قرینه باشند لازم و کافی (ست کہ 
نرشووئو ہس ہنی 

7( ۷0ای گر ارتےھ رق سای کر )٤‏ 
بزفرار باشد . 'س و "'س مقادیر م مربوط بنقاط 'ط رو ۲ میباشند . 
حال معادلہ )٤(‏ نمایش خطی در فاصله نزدیك را میدھد زیرا 


0 و ا 0ک رم ج7 ز: +(ع) پ'م کھ (یھ) 7۶۴ 


۱۷۳-۱۔ 


بودہ و معادله )٤(‏ بصورت : 
در وہ ری ۳ (طرج) ب۷ ١٣‏ ( ,]ام ۵ 

نوشته میشود . چون مم تاہم ھمگنی نسبت ہبہ ے و ہو میباشد پس معادلہ بالارا میتوان 
بصورث : ٭ د مق ٣١۔ب‏ ٢١-۔(۷,60),م۶7+(6,ب‏ ,۷0 س 
نیز نوشت . و یی عردو در عن حال صفر نمیتواتند باشند زیرا در اینحال 
(“كػ ۵ یم ٭ نیز صفر شدہ و چوتٹ این مقدار طبق کی اولر مساوی 
(٤,ثھ‏ )م٢‏ و ہنا بفغرض مخالف صفر اسٰت پس این دو مقدار نیز ہاھم صفر 
نخوآھاد ہور, ۱ ۱ 

تبصر ہ ۔ چنانکه ہہ را ضریب زاویە امتداد 8 فرض کیم قطر این امتداد 
بمعادله : رب ھج ہی۔۔2 ْ خواھد ہود . 

۴۶۴ ۔ اقطار مخصوص ۔ حال فر ض کیم ا“ (,() ص باشد امتداد ۵ 
مجانب ہودہ وھرخط موازی 01 منحنی را دربك نشقطه واقع واحثات فطع خواھد 
و دراہتحال فطرمز دوج وحود ند|شته ومعادلة کہ ریشڈھای ں رامیدھد بصورت: 

و و ا رتو 

نوشته ھیشود . حال ہررسی نمودہ وی بینیم کہ معادله : (ہ) دس ٣قر‏ یی و قتت 
وا ھے(ق ٢ا‏ +ب*13) ۲۲ ل6 و 7 ۶ نمایش چه خطورا خواہد 
داد . وچون ہہضی دارای امتداد مجاب حقیقی نمیباشد این ہررسی را فقط در مورد 
ھذلولی وشاجمی مینمائیم . 

حالت اول ہ مخروطی ار نوع ھذلولٹی است ۔ در اینحال 

۵غ ۔۔- ےھ سے ا نے و ۵۔۔ ےپ ط ع: ہم ۔ٔ 


بودہ و چون ٭ ےد 8 )ھ آست پس ہك ۴۶ ٌ ۴۳ ذار دڑ باھم صفر نہودہ 
و معادله (ہ) نمایش وگ خط ۸ را مبدھں . 


این خط مکان نقاطی است بطوریکە اگر از یکی از أ نہا خطی موازی 2 


١۷ى‎ 


۶ سم کلیم بجی را در دو نقطه بینہایت لم خو اهدکر قب 

حال دو خط ل وٛ۸ موازی بودہ زیرا 

سد (لز )۴ ۲س رام و ا ۳ 
مبہاشد 0 از نا نتیحه میشو د کہ تمام خطو طانکہ ار زقاط ماف ک۸ موازی 9ن 
زسم شدہ ہائند ہراہن خط منطبق خواہند بود . ٰ 
س خط رر نم | خطی انتک موازی 7 ہودہ وماحئی 7 دردو اقطه بنہات 

بت ٠‏ اھ کرد انا نجادیدم میشود کھ این خط ؛ مجانب مربوط بامتداد 
مجانب ٹ۵ صبباشد. ٭ 

درم سا ت1 از را قارعاق شر طرر کا کو نا 
مزدوج امتداد خودوش بہاشد فرض لمود . 


حالت وم ۔ محر و می از نوع شلاحھمی ات ےپ ابنحال را میتوان 


ہصورث : 7٠‏ اؤہ ۔.۔ برای ) ے7( ,سام زوشت وچوں ر7۸ بارامتر ھای فادی 
ْ 0 ۴ ۱ ر٭ 1 ۱ 
٭- ( ق تم )و سک راوخ و خ ل (ارت مس تا سے ام 


خواعند بود معادلہ پر رہفه ھایى ں را مدھد در اینحال : 
٭ ( 06[ -01] )٢ب‏ رئ,س )ظعر 
ہودہ ومیتو ان گفت کہ در ایننحال قفطر مر بوط به بینہایت رفته است . در :تیجە ھر خط 
موازی امتداد مجااب بک شلجمی ملحنی را در پاٹ نقطه در ہیلہایت و در یك نقطہ 
درفاصله نز دیكث قطع خو(ھد نمود۔ 
٥‏ ۔۔ وضعھرت اقطار - قض.ه ١‏ ۔ درخمہائیکە دارای بث غر کے میہاشند 
ر فطر از ور کن گذشتہ و وع عر خعط کہ از مر کر کرد ىك قطر واقعی ا 


مخصەوص راھد ہود . 
ریر ۱ مختصات مر کز درمعادلہ بات طر ت۰- ی درمعادلہ : ے7 بے ٣ت‏ 


80ھ" وہر سچون ور کو قط4 ایت کە از بر ورد دوخط ص .ےج او وآ 


_۱۷۵۔ 

بدست میآید پس ہر خطکە از این نقطھ بگٹرد بمعادلہ :. ٭ سے محرم+ ‏ مرة 
بودہ واین خر را سٹون ثطرمز دوج امتدادی پارامترھای ہادی ۂ وم فرض نمود. 

قضیه ٣‏ ۔ درشلجم ى تمام افطار موازی امتداد مجانب بودہ وا رعسن ھر خط 
گ1 موازی امتداد مجانی باشد ہك ةط ر خواھد بود . 

چون معاد! 4 شلجعی بصورت : 

۴ڑ ۔ا- وت ٢‏ ۔۔ج ٢0‏ ٢۔۔‏ (وں۔۔ رص ) کے (ئ ‏ ج)کی 
و سمة ممشو ذ ِس ٰ 
0 ا ا و 7 7ر بے [:107 >- مر مر ۰ م) ]۷٢ے‏ دج نت 

خواھد شد . از 1 نجا معادله قطر مزدوج امتداد ( ,رم ) 


٭- 00ح" ١‏ (روں۲ مہ رق ٢ظ‏ ) 


بودہ و دبدہ ڈوک این 7 موازی امتتداد محابپ مبباشد . 


و وعکین 203/]) ض جج 1ر ۔ل ہڑ پ سن ٤‏ را ودای ادا مجا نپ فرضش 
0ن ا ہف 0 
7ں لے پر سس 


باشد معادله دم مر بہور ہبصورت معادله فطر مر دوخ امتداد ) 7۲ ح084 ا نو ن4 خواھد 


کردہ چنانکہ و را طوری انتخاب کنیم کہ آر ۔- ۔ 


مق ار ان معادله ََٔو 7 را با تقر ب بات ضر یرب مہتوان بید| مود ٠‏ 

۷٦‏ - خواص قطر ھا ۔۔ ١‏ - نفاط نماس مماسہای موازی .] با مخروطٰی 
ھهمان 0 برحخورد لئے 5 ہی ورقطار عر دوج إمتداد ر1 ساد 

زتر مل ) مو و ا ×٦‏ را روی مخروطی گرفتہ شرط ۱ نک ھمماس در 7 7 
موازی نات سکتة: 0 را ا باشد . این سی 

نشان میدھدکه ۷ روی قطر 13 مربوط بامتداد ,[ واقم میباشد . 

کے خطاو ط رک ہك مخروطی فطارھای امتدادھای محورھای مختصات میےماشند : 

معادلات * سے ,خر فطرمز دوح امتدار 07 ره ے گر قطار مزدوج امتداد 7 0 
را نمایش میدھند , 


نے رر کو قاط لن ساس اھ ارد از کر فتةہ فطر مزدوج 


بسالتا 

امتداد '01 ۸۵ از نقط٭ ۶ خرامدگنفت : 
و پورا مختصات م گرفته مختصات ثقاط تماس‌یعنی 16 و10 ازحل دومعادله :۔ 
ہے ‏ و وں غ ےت (۳): فو اک( موا کی 7( 
مس سا و چون دراین معادلات بجر ورا مات ا ىر مشخصی فرض کیم ْ 
دہدہ میشود کە معادله )١(‏ نمایش منحنی مفروض و معادله (۲) نمایش یگ خط ر(_ 
میدھند . پس عیتوانگفت که نقاط تماس مماسہای خارج ازیکنقطە 2 ہرمنحنی ھمان 
نقاط برخورد ملحنی۔ہا یا خط که وتر 7 ماس نامیدہ میشود خواھمند ہود . حال پس 
ماف دھر سرک سد اق ھک اس دا دا آ ھا رآ ظار 
مر سم رز مرح گرفت وازأً نجاقطر مزدوج این امتداد بمعادلە : 
1 ےآ سے از کر خواحد ہود: از'اسن معادله دیدہ میشود کە قطر 

مزدوج ا[متدان ٰ1 1 رز ( یىی ۴)۳ ا ۱ 

تو از ا نتیجه میشود کكه چنا نک منحنی دارای ہك مر کز باشد خط کہ 
نقطه ٣‏ را بوسط 1 وتر '1111 وصل میکند از مرکز خواہد گذشت . و چنانکە 


هھمسی شاجمی پا2ت خمطل ۲7 مواری امتداد .مجائں خواھد ود 





شش ےت ش ٣ت‏ 
۷ ۔ ڈھارھای مزدوح ےہ جنائکە قطرمز دوح امتداد را موازی امتداد 7 


آباشد الک یر ةمار عر اوج 1 موازی ت خواھد ہود . 


الات 
پارامترھای ہادی ىآ و 17 را )٥,8۸(‏ و( ,مم ) گرفتہمعادلەقطرمزدوج ىا 
٭ سے (ق (آڑنآ دم (]) ٢‏ جور وق ھی ا 
میباشد . چنانکە این خط موازی 'سا باشد ھے ورام ۔مۃ م8 ہودہ وچون 
ان تی را '؛صورت ٠‏ و ك۷ ٌ رت اسر ۷ رتو سم جچ بدہ عیشود کە 
فعار مزدوح امتداد 'را نیز کە ہمعادله : 
زلم جح مھ 20) ۱۰ رام سلپ 

است موازی اھتداد (ق ,رم )نا خوآہد بود, 

تھر اف ے دو امتداد بطوربکہ فعار مزدوح پکی*موازی دیگری باشد امتداد 
ھای مزدوج نامیدہ میشوند . 

دوقطر بھاو ریکہ ھی کدام اڑانا موازی وترھائی نام کا 0+ ی بدو قسمت 
مسار ی تقسیم .0 قطر ھای مزدوح نامیدہ میشوند . ْ 

۰- ا ےت کہ ہار امتر ھای ھادی (ؿ,ءء) و( جر,ّےم) درامتداد 
و یا دو قطر مزدوج را بہم مربوط مینکند : ْ 

٭>د 0۸'۸۳۸ ۔۔ ی۲ا ۴ وب جو تپ رو رت 
و یا ہد ٭2۰۸۵) ۔۔ ( لم نی لوم ) ۳ ۔۔- امہ ھ۵ 

خخواهھد ہود ۱ 

واضح است که اِىن تعاریف فقط درمورد بیضی وھذلولی قابل قبولند . 

چنانکە امتداد نا ثوسط ضریب زاویہ اش نم معلوم باشد پارامتر ھصای ھادی 
آ میتوان ١‏ و وت و در نتیجه قطر مزدوج این امتداد ہمعادلہ : 
تب تو ویا سے مم 6ڑ ۔ا۔(] نل ( 6-0 ) ۶7۔۔(ر 8+ ۲)۵ 
خواہد بود کا کا رین مار غطا اس رات رح کحکنیم نار اوت 


پیر 8 ۸ ' : _ ' 
سک ہہ تچ جح ےی مساشد ۱ ابن رابطہ را مہتوان بصورثت رر کہ وج ت 


ضر یب زاویہ ھای دو امتداد مزدوج أسہت نذوشت : 
٭ ہے لے ( ابر لہ وو) 0ڑ سلام اویر وبر ار 


و حد لی ۔ تحایلی تٰ 


۷۸۸۰ا 
محورھای مخروطی _ 


۸ ۔ تعراف ۔ محور مخروطٰی فعاری است عمود ہوتر ھسائی کہ آن فطر 
باہں ہدو قسمت مساری تقسیم کند ۱ ٰ 

امتداد عمود ہمحوررا امتداد اصلی نامند . ہہ را ضریب زاوپە امتداد .] فرض 
1 دہ فعار مزدوج ۱ ٹن امتداد بضریب زاویه ستگ سے سا "وم سا 
برای آ نک این قطرعمود یامتداد ‏ باشدہایستی کہ ١‏ سے “جب ہہ و یا نکه چنانچہ 
یحای 'جبر مقدارش را فرار دیم : 

وضو سر 6بر ات رو ہا 

باشد . ربشهدھاىی ان معادله ضر یب زاویه ھای امتداد ھای اصلی خو اھند اود بازاء 
ھرریشہ حقیقی ‏ دہ این معادلہ کہ ضریب زاویه امتداد مجاب نباشد یك محور عمود 
بامتداد وم مر بوط مودہ و معادلہ آ : ہے ج ے -۔ و خواھد بود . 
سلال(۷) مد زارای رلفق ق رس اف ارک ووغائل ارآ ا خر 
مختلف العلامہ میباشند . بعلاوہ حاصل ضرب ریشەھای ان -١‏ ہودہ واز آ ا تج 
میشود کە امتداد ھای اصلی حقیقی وعمود ہیوت ۱ 

و نیز امتداد علی اصلى نیمساز ھای امتداد ھای مجانب میباشند . 

۹ مھادلہ محور ھا ۔ ‏ نتم و دہ را ضریب زاویەه ھای امتداد ھای اصلی 
0اضر مر 
میباشند پس معادلہ مجموع آ نبا ۰< 0ں ۷ی م) (رضصس+یػر) )٢(‏ 


گرفتہ معادلات دو محور سہ ".2 لہ دو . 


خخواهھد دو د ۱ حال و پ7722 رر یشہ ھای معادلہ (١)‏ بودہ و عتائنہہ ان مَعَادَلۃ را 


بصورت : .. ھ سے ( پور ور)(ل ورس ہووو) ہم و سم دیدہ میشود کہ 

ا جو ۱ سم 1 

معادلہ ۲( از فرار دادن وی -۔- بہجای جدہ در معادلہ آخر ہدست میاید . پس ار 
لا ۱ 

۱ نس برای سب ۱ وزڑذنں معادلہ مجموح همحوز ھای و ایٍصی با بات ھذلولی کائئ 


لزان 
اس گلاوز معادلہ (١ِ‏ ت وہ مقدار کے رافرار دھیم . 

۱ شس 
نتیجه حاصل معادلہ ...ےہ غرھ ا غر ےھر( -ھ) ۲ مر 
خو(ھد شد . 

حالت شلحجمی ۔ چون در شلجمی دو امتداد محانب برھم منطبق (ئند ٹیمساز 
ھای آ ہا بکی ھمان امتداد محااب و دیگری 2 عمود بان خواہد بود . پس ار 
آسی نتیجه میشود کہ ریشدھای معادله )١(‏ ضریب زاویەھای این امتداد ھا میباش:د. 
در ایتحال امتداد مجانب يك امتداد اصلی مخصوؤص بودہ و با محوری مربوط 
نمیہاشد . درصو رنےکہ امتداد عمود بان ہك امتداد اصلٰىیحقیفغی بودہ ومحورمر بوطه 
آن موازی امتداد مجانب۔است . 

پس از نجا میتوان گفت کہ در شاجمی فقط یك محور کە قطر مزدوج امتداد 
عمو د بامتداد مجا نپ اسہت وحود خو اڑھد راشت . ازا یحہ کفتہ شد ئتیجه میشڈو وک 


ْ چنا نکه معادله بات شلجمی : 


ہس لہ وج۲ نع .۷-۴۷( جھ+-ھ ۸) لک (صھ)۶ر 


--م 


باشد معادلہ محور أن : جو و وو ون خواھد شد . 

+۰ ے راوس سے محل برخورد ھرمحور ومخروطی را راس مخروطی نامنٰد . 

بر اسی خواص قطرھا ھمماس برمخروطی ذركث راس عمود ہمحوریکہ ازا ں 
قط۸ سرت خواھد ود ۱ 

بیٛضصی وھذلولٰی هر کدام دارای چہار راس ہودہ بن چہارراس اس بەصی حقیعی 
و ذو تای ۱ نہ فقط در ھذاو 7 حفیفقی مباشند : 

در مورد شلجمی ؛ محور موازی امتداد مجائپ ہو دہ وہا م سی 23 2۳ زترم(4 


جم 


بر خورد نمودہ وار ۱ زج شلجمی دارای بات راس ممماشد : 


کانوت و ماندی 
۹ ۔ تعریف ۔ نقطہ 7 راکانون مخروطی نامند ھ رگاہ فاصلۂ آن 22 


۷( مر 0 طی تا ت وط ی ان منتضات ۷( باشد بج ی بطو رہ پ+ك 
| یم سلپ جم ۔ل۔ و / | حم ۴[ ]1 (١)‏ 
ہو خا٘سب ۱ نکە جو و را مخ:صات نقطه ا( بگبریم باشں . 
ہابں یاد 0 ور ہد کہ این تعر یف 67 بمحجور ھای معتصات 2 زرا 
جنانکەہ محورھای حدیبدلی انتخاب کنیم ۶75۶5٦‏ نوا ےه خطی ار مختصات حدیں اھ و ال 
بودہ ردر مث بار ھم 8 ]3 تابع خطی ہر ؿەسب و۶79 خواھد بود . ْ 
جنانکه 0ں م۵ مخعنصات 0 فرض شوند 7 ِ۱( را میتوان پبصوربت : 
انم لہ و ورح۔ جم | سس ۷( مس ج)۔ہ ۴( --ج)۷ 
وا ۲( ۔لہ سو و حا جو ) ص (٢‏ م و ) ۔۔ ٭۸۱([ث۔-ج) 
نیز نوشت ۱ چون ان معادله از درحه دوم ارگ و مخ ذاصات هر قطہ منحلی در ان 
نیز صدق ھیگند میتوان | نرا معادلهہ مخروطی فرض نمودہ و نیز ہلیں گفت کہ فقط 
محر وطات [ندکهہ نعر رف کانون بدینطریق در بارہ ۱ ہا صادق ماد ۱ 
خاط ھادی ەر روط بت کانون خطی است کەمعادلۂ ۱ ںْ ازمساوی صف رفرارد ادن 


فاصله ۳٦‏ ۳ بکنقطہ آإ ضص ہر بىدست ٦‏ بآ . چنانکہ 800 (١ٰ)‏ ,ان و1( ار ڈر ار 


گا ء 
باشد خط ھادی مربوط بکانون لآ[ بمعادلۂ: ےریہ ح۔ جم خواھد بود ۔ 
۴ - قضیه - نسبت فواصل ہر نقطلہ مخروطی از کائون و از خط صادی 
ھربوطه مقداری ثابت مبباشد . ٰ 
کانون مخروطی را گرفتہ و (و, ٭ )381 را نقطۂ از منحنی فرض مییکنیم 
چون : 7 +بیح۔ سے |إ سے ٢5ص‏ است و از طرفی فاصلہ 217 نقطه )0 


۔سو سس محغ/میلٹسےت ےو ؛(ےى×سسسے ےس وس سے 


9 ۵ 


وہ وازا نحا نترحه میشود کہ این سیت مقداریست ثابت . این نسمت را خروج ار 





از ھادی : امھ ےک سے 5 ]( میباشد پس : اون تاپ ہے ظط 


مر کو مر بوط بکانون [٦‏ نامدّد . 


۱۸۱-۰ 

ٰ "قَضیه وارون ۔۔ مکان نقاطبکہ سک فراصلفات ار تکقطة ارت 7 بث ۱ 
خط 13 مقداری ثابت باشد یا مخروطی ہکانون ڑ و بخط ھادی 0 خوآمد ہو 

محور ھای مختصات را عمود بہم و از انقطهہ 7[ طوری ھرور فیدظیم کە رن 
موازی زا و بمعادله .ہج اف قرط ات نسبت فاصله نقطه ( ۱۶ ) 38 
از مبداء 0 واز خط ([ مساری عدد ثابت ء ہباشد ا نستکە : 

٢ ْ‏ ے- جو ) کو سس اہی سلاہ کو 
باشد این شرط معادله مکان مطاو ب ودیدہ میشو دکەہ نمایش مخرو علٰیز إْ تتفق: 
چون این معادله را بصورت : ٌ , ۱ 
٭ سے صى ٣ى‏ بج ٢ص‏ جے ٢‏ لہ ٢و‏ لہ (١۔ء- )١‏ ٢ج‏ 

بویسیم دیدہ میشود کہ مان آن ٦ء‏ ٢ھ‏ بودہ وازا تحا چنانکه مخغالف صفی 
باشد مکان مطلوب مخروطی رای خواھد بود چون ٢و‏ - ١‏ سج-0 ھ۸ است 
سس 5 ۰" کو چکتر ا بزر گر و یا مساوی یك باشد مخروطی ببضی ء عذلولی و با 
شلجمی خواھد شد . پس میتوان تعریف 7 زہر را جہت کانون نمود : 

نقطه ال7 را کانون مخروطی گوہند چنانکه بتواثت خطی مثلا تا پیدا نمود 
بطور کہ ٹسمت فاصلہ ھر نقطه منحنی ازاین نقطه و ہنخط مساوی مقدارثاہتی باشد . 

۴ ے طرز ہدا رن گازونیا۔ہ معادلہ منحنی را بصورت کسی 
مہ ڑا ج )عر )١(‏ نسبت ہمحورھای عمود بہم گرفتہ چنانکه نقعله ( 8رہ 
کانون آن باشد معادلہ این منحنی بصورت : 

ج۷( 7س و رظ( 7 )سب وو و سد ا ت(یو سان) )٢(‏ 

نیز لوشته میشود . وچون این دو معادله نمایش یت خم را میدھند پس ہاید ضرایب 
آ نا باہم متناسب ہاشند وازا نجا پنج شرط برای پیداکردن مقادیر ن > ۷/٥۵‏ دہ :کم 
خواھیم داغت . 

۴۔ کانونھای بك بیضی ۔ ممعادله بیضی را بصورت سادہ سّدہ 


فرض کردہ عاریقه وق را برای بدست اوردن کانو نہای 


۸ے 
کت ہکار ھیجریم . ہدینمنظور بابد مقادیر بن( ٢‏ ۵ مت تی را طوری پید| نمود کہ 
معادلہ فوق بصورت (٦(‏ نو سم شود و‌ 5 ۱ نک رابرد شش مقدار یڈ م ۷ وم ٢‏ ۶م 


ر‌‌ ۱ بطو و2 کہ در وتانی - 
۱ ۳ ۲ 


-.-٭ 1 ٰ ٠‏ 
(۔۔وز۔+۔جم)۔۲(,[-و)۔۔ ×(۔-ج)] ۱8 پچ ۔اداپتػہ (۴) 
صدق کنند بیدا نمود . طریب وچ شرط : ہم مہ وہر ٦‏ و نا ص ہے رہر رر را ہما 
دادہ و چون 8 مخالف صفر وا 0 ا نحا دو ر سشٌّہ : کے کر کا رق ھ ع ہورم 


بدست میابند , چنا نکه ریثہ ٠‏ >> ور را إِنتثخاب کنیم ضرایب آزووےج می ھای 
جوج و ھهہے ےر را ہما خوآھند داد ے در شیحه ۶ة إ ماد بالا بصورت 


و و ہے نہ ت (٦‏ یس س۴٣‏ ) | . تی . 


سم 


نوشتہ دہ وجوںن أ را بصورت :۔ 


ژ0 
کم رجا ش ےگ رو سا کب ١)_۔‏ ([) 


آ٦‎ 


ہو یسیم سی ہے ( و ہن )( ١٢2۔ا‏ ۴٣م)‏ ۔ یم نتیجه میشود ازا نحا 


تھے 
ممدار "' پچ 7۸ وا سے م س ازقفراردادن آم ۔- ۔پ یآ 


بل ست ایت کہا بالاآخرہ بازاء رر بات ار مقادیر 7 معارلہ (٤‏ بصورت 


ا ا ار ا ا ا ا ا 
: 
نوشته تشدہ ومیتوان مقادیر زہررا جہتک و/ نوشت: ےب سے راوگ سے 
بس بطو ر خلاصه مقادیر 
۱ وو ص سست ھ٤‏ ےا سم ہ سظً مم پل سے 8ا م سد وم 


کوسگا جو! بہای. 6ة ہودہ و 213ء] دیگر کہ ار شر ط ۵ سب |/ شروع ھمسش ود 


یہ ٠‏ 
مقادیر ے کپ ہہ ٤ے‏ ۴ق میس پچ ح8 را ہما خزاھد داد 


و جون 7 <_ چ ات ت این دستگاہ اریہ ا حھیفی نداشتہ و دو کانون معروھوی 
تعبان میمماید . 
پس نتیجه میشودکە هربیضی دارای دوکانون حقیفی (۰,ء) 2 و (ہ,ء- )"7 
واقع روی مج ور اطٰول ہودہ وط ھادی هر بوط ہر کدام از ا نہا( اہ سم ]0ر2 -ٹت- ا( 
ےت 
۱ عمود بہمان مدور خو(ھد لود ۰ 7 بالاخرہ سح وج از ھرکز مربوط رون 


کر ات رکاج کر 0 بودہ و ٹر ٹ بدہ ھمشوت کہ اہن مقدار کو چکتر 


بگك میماشد ٠‏ 
ف۹ ۹- وت حامل باتك رمع ہی تے 5 را 2 ى از او نہای بہصضی بمختصات 


ٌَ سام ے-ے- و ھ ہے م۵ ورضصض کر چنا نکہ معادلهہ بەصی را بصورت (۲( ہدویسمم 
دخ بدہ نیعت فاصہ هر نقطہ 1 کی و 5( آن از 0 


ہےر ۱ ۱ 
یھگ .۔ پ| سے | مج لم پووور۔۔ وم ا سے 0[] 
کا 


میماشد ہر ای تعمان علامت طر ف دو ادن ستکی بابن ملاحظه کر دکه سے و ۴ 


7 : پچ 07بر رب 

ارحمث قدر مطلن ھردوکوچکٹر ار بودہ وازا نحا ہے کے کر نز خواھد ہود. 
وی : ب6 

و در تیجه ‏ --- ھمیشله مثبت است . پس ہن ---- ے سد17[ ]1 ممباشد . 


۹٦‏ - قصرہ - مجموع وواصل تار زط۸ بەضی از دو کا نوں مقداری ثارت و‌ 
همساو ی محور اطٰو 5 مسباشد ۱ 
دوکانون (ھرہه٥)‏ ا[ و (ہہء) ال را قر نظر گرفته چنانکه دیظیم : 


ك0 


07 ۔۔ پ سے ۳ م1 و سے سے سے 7 ۴( 


بودم وذدر تح ٢‏ سح ']ڑ 1( -۔ 17[ ]) خو اھ شد . 

نرصر ٥س‏ ار آ یح کت شد تہحه ھیشو دک کانو نہائی کہ بد ین رتیب برای 
مخروطان تعریف ۰ دیم منطبق ہر کانو نراک بطریی معمو ْ برای این منحنیسات 
نعر و ا میباشند زبرا نظبر قضیه بالارا میتوان ہرای ھذلولی و شلجمی نیز بہمان 


8ات 
معاٰل4 متھر وطات در مختصات قطبی 


۷ ۔ مھاد لہ ع موی مچروطات ذر مۃصات ةماہی .- قطاب را در بت 
کانون و محور قطبی را منطبق برمحورکانونی فرض میکلیم. خط ہادی هرەخروطی 
درایتحال موازی وو 0 وبمعادله مم ۔- سس بودہ وازا نجا معادلۂ عرمخروطی(۱۹۳) 

ه سے ۲(قر لہ ج) ٢ے‏ سے ٢و‏ سل ٢چ‏ 
دو اهدہود . چنانکه اہن معادله را در مختصات قطہی بنویسیم بصورت : 


٭ سے ۲( تر ۔ل۔ -ص|ػ یوچت م ) ٢ی‏ - ٦ی‏ 
کی الات 


۔ 


نہ سمٰۂ شػئےہ و دبدہ ھیشود کە بہندو معاد لہ : ٤۶و‏ لسست ےہ گا 
2 4 ۔ ٠‏ جم 3ون ء ۔ل.- ١‏ رم جوع و --- إ 





تح زی میشود ان دومعادله ظر ذڑ نمایش بات منحنی را دادہ رابک 2 را مساری 


قر| عادله کے مخر وطات ت: ہے ۰ 
ق جرےظمم معاد ےہ ت ہے 5 کیج ا ہہب 
سو مھ ہی مات ی ککر27 بصور (8 ٥٥ع‏ ”--. ١‏ ی ٦)‏ 


نوشته خو آفعف قل 


ىسچو۔۔ہھہ--جیِ ۔چے. جج مھ جھ ےھ 


بجی ۵نی ھم 


ٰ سٹوح دوار - سطوح درجه ندم 

۸ نے تعرلف -ہ سطاح دوار کا ان کہ از 729 منحنی ان ی حول 
مبجوری ایجاد شود . 

6 را منحنی مولد سچاح ومحور 22 را محور دوران گرفتہ هر نقطہ ][ متحنی 
در این دوران داپرۂ که مر 5: ا ضف محور و صلحةان' عمود بمحور ا|ست 
ھیبمماید . اىن دایرہ را مدار سعاح نامند . ٣‏ ٰ ٰ 

عیتوان بنوہہ خود سطح را حادث ازحر کت این مدارات دائست . ہدین ثرتیب 
کہ سام را مکان دوایربکہ دارای محور ,۴ 2 ہودم او رری ماحنی ‏ نک تد 
فرض میکنیم. چنانکہ منحنی غیرمشخصی روی سطح بگبریم وأ نراحول ٴ2 دوران 
دھیم ہاز ھمان سطح احداث خواھد شد . و بخصوص چنانکه ان سطح را با صفٰحۂ 
کہ ہرمنحورگذشتہ باشد قطع کنیم منحنی حاصل را نصفالنہار نامند . 

۹ َ مما: لہ ہارامتری سطح ۔ 7+ اصلی را منحنی واقع در صفحه 
007) گرفتہ معادلہ َ )وع ۔(ء)خرحےج )١(‏ فرض میکنیم 

چون پس ار دوران بزاویہ این منحنی بوضع ) قرار میگیرد, در صفحۂ کہ 
کر وج واقم او ھا ات ھک مدررفاف تا لاس7 
منحنی نسبت بمحور ھای و نع بودہ و بنابراسن خواھیم داشت : 

() و سج (۶) مر حعدب )۲( 
چون 2+ استو ان قطه ]ےمج ھیبائند پس مختصات ہہ 8 


غمان نقطه : (4>) و ک تج ما ورام (ڑک ) کرک ى پٴ ہو (ے )رح )۳۲( 


ٰ ٰ ۔۱۸١-‎ ٰ 

جو امہ شد, چنانکە ۶ر م تغیب رکنند این معادلات تمام تقاط و ہما دادہ و از 
ا کی بند معادلاتپار امتریسطح 
میباشند. این معادلات بدو پاراھتر 
بی داشته و چنانکہ در 81 

سوْفار+ سی :اس را گی ' 
دھیم تمام تقاط واقع روی نصف ۔ 

النہار ص را خواھیم داع --- 

؛ر ای سان ز‌ دن ممُحنی 


عبر 2عئ ار سطح بابد در ھر 





نصف النہار یت نقطہ مشخصی ر۔(۔ 
نکر می بازاء ھر مقدار ۷ رت س جح 
مقدار معیئی حیتت کر خواھیم داحنیت و ار انا منحی 2ے اور توسط 0 رابطہ 
(م) 7[ سے تعیبین خو امدگشت پس نتیجه میشو دکه ھر رابطله ہین × وم( بت منجنی 
راقع روی سطح را تعمان مینماید آ۱ 

١۔‏ معاداء سطح _ معادلہ سطح را میتوان ھمجنہن ت وسط بت رابطه ببن 

و و نوشت چنانکه معادله نەصف النہار مبداء () 1 سح ج )٤(‏ باشد 

نایا نک نقطدای بارتفاع * روئ سعاح وائم باشدں لازم وکافی است کہ فاصلهُ ۱ ںٔ ار 
مجور وہ آھ لپ سے 30۰0 حم ]ا مساوی شعاع مدار (و) 5ڑ سم س ,5( ٦‏ 
مرو طْٰ بہمان ار تفاع باشد نعمی : إْ بعل۸ ٠‏ )۶) آ] -ے آو مل "َ۷ (ہ) 
برفقرار باشد ۱ ابن معادله معادله سطاح میباشد ۱ 

س معادلہ سجاح دوار از قرار دادن 'پ۔لہ؟'م بحای ‏ در معادلہ 
لصف النہار عبداء دنذست خو هد اسیو 


مثال أ۔ محر وط دوار نقطه 0 را میدأء ہے 0 را 0 رو7 ڈ 0 رانمعفب زِاویه 


۹۸۷-۰ 
را کر 3 مفادلڈ نصف النہار مہداء 0 وہ ران کا ار تنا 12 20 ٰ 
٤‏ 7 ور مس نف آ۳ !ھ۷ خواعدں شد . ْ 
طبق ا نچ کہ گفتیم و ات کررت لم بمضن وج را کے دادہ 
يھت تر آن بمعادله ا واع -ے "و نلہ ؟ انل ۲م ۷ سرع مم 
توسظ معادلہ 7 ور جس ۳ی ید ١ی‏ نھایش دادہ ھیشود. 
۔مثال ٣‏ ۔ ببضوی دوار ۔ نصف النہار در انال بعصضی 2-0 دوران یکی 


۱ 2 ٢س"‏ ۱ 
لصف النما ١‏ - تہ ہل ہہ ا ا ا 
اف ہار آ7 سا ٢‏ بودہ ودر نتیجه معادله وی 
_۔.. کڈ آپ سل۔ ٢ن‏ ۱ ۱ ۱ ٰ 
٦‏ -ے یت سل وت او ہد وھد شل . یں پیصوی ر یہی با 1 6ار(ڑھ 0.0820 


چنا نک مصحور دوراآن ہے بزرگ امصی باشد نوف إلنہار ھداء بمعادله : 
او جا سحت ٦‏ 


727 آ 
١‏ سے سےت لہ اگ 27 0 ھت و 2-2- 
آ " بودںدەو بہصوی بر کی 





خواهھد شد چنین بڈٰوی راکشندہ ہا جع ۵٥ا١8‏ کرت ۱ 


مثال پس ہے ڈور ہوآو لی دوار رك ہار چجہ کک نصف|لنہارهذ(و لی بودہ محور 


٥ ,‏ و آ٦2‏ 7 
دروران محور عمود ہمجور 'کانونی بمعادلہ ٍ ٦ا٦‏ سے اھ وس ا ۱ مبباشد : 


(٠ 








سی از نعه کە کفتیم معادله سطح ے۔ے ۔ سضوف ید ٦‏ ہشیر خواھد بود ۱ چنانکہ 


قح زا با صۂ۔ج پچ فطع کەیم مقعاح تو سط معادلات 














این 
ھ ١ی‏ لہ کی آ2 ئل ٣م‏ 
١د‏ ےُ 9 ۲ ا ب جع لڑ وا ٦‏ سا لو ےک جح ر۶7 
٠‏ آے ۸ 7 
: 27 ۱ اب ۱ 
و 7 ي٭ جھے مم لے ہے کے ہو کان داده نت إ ٠‏ معادلات 9 دستگاہ 
"م7 آ سن ور یں ۳ئ 
۶7 7 7۵ ۱× 7 
سے 3 ے_ ج---۔٠‏ ہمہ ے۔ ہے علملب ز3 ۳- جرب اہ ۰ 
5 ہت : 2 ۓ کی و 4 ٌَ ج 4 ۱ ہہ ۴“ ۶ 


ھربك از این دو دستگاہ نمایش يك خط مستقیم را دادہ واز أ نجا مقطع از دو خط 


کە در روی مجمانبہای نصف النہار عبداء تسویر میشوند تشکیل میشود. 


ٰ !۸۸- 

از -- ت از ان خطہا یئز 00 اذا کا نل ۰ 
داراق دو ومتگاوفولة مستقیم الخط بش آاڑھ ہر نقطہ سطح دو خطکە ھرکدام 
از یکدستگاء منہباشند کن ققافف ۔ 0 

و رکی جک سرورضرعا رص کآ را قطع نکردہ 
وا آن ز ز عوازی نباشد مفروض باشند از دوران خط |خیر در حول محور 2 باز ٰ 
مان سطح: [احداث خواھد شد . 

برای اثباتکافی ,است کہ عمود مشتراک این سا را محور رم کت 7 
آنرا رازرے فرص کے ہم. خط 6 چون ریت اأست موازی صفحه 02× بودہ 
عو ودک از ٥‏ خواھدگذشت . پس سان اف ٰ 





۱ سے > مر ج_ ہے ے ممباشد . سطاح حاصل از دوران آن حوں٤0‏ طبق انچ 
ٍ ۱ ۱ 70 ںہ ۲ك 
۰ 1تت ا : یه 


سس ارت ىت مل درحول بات محجور ھمبربواوئید دوار رت بارچە ا[حداث 

شداہ ڑ‌ جنا رہد ابىن ندم هح ور را قعلم کردہ ہا موازی ۱ ن باشد سطح حاصل مخروط 
مثال ۴- ھببر بوٹوید دوار دو پارچہ ے چنانکەمحوردورانمحو رکانونی 

ھذلولی ۱ باشد سطح حاصل ار دو اسمقت قر لہ تسم رصفحة عمود ہ+دو ۶ تشکیل 


سٌدہ رو یر بولوئید دوار رج پارچہ خو(ھد سہلہ اك نصف النہار : 





جج ۲ء آپ لہ ٢‏ 27 
١‏ سے و دی ہت معاد لہ ات 2.۹ یھ ےسیو سو خیب 
"ھھ ٢پ‏ ُ وت 00 ھ 


میباشد ۱ 1 ر_ سطح چوں ار دو ۵سمت حد| گانہ شک مل شلو۔(ستی دارای ہے 
ٰ هستعغیم الٰخط نمیتوا تل باشد . ۱ ۱ 
ٰ یس ہارا ‌٣‏ 07+ سح حاصل اردوران ہت شلجمی حول محورش 


خواهد بود . 


ْ ۱۸۹۳۰۔ 


۹(۔ ثابت میشود ک 1., در ساوح پیش بحای مدارات ۱ بیضی و پا 
۔ھذلولیپای متشابہ قراردھیم عمویترین سطوح درجه دوم را خواہیم داشت . صفحہ 
منحنی مولد را صەیجه وج ومّمحنی هادی راک دربیش نصف|لنہار مینامیدیم دز صفًحه 
لان0٭ میگیرم۔. سطوحیکہ بدرین تر ہب بیسہی میآبند اس از ہررسی حالات مختلفهہ 
پنج عدد میباشند : 


إ ے اہضوی سم مجسئی ہادی در صٰحه ۳02“ ببصی بمعادله : 





ُ ‌ 7 ۱ ۱ ے٢‎ ٠ 
بودہ برای تعیین مولد ھاکه درصفحات افقی رائعند‎ (١( ھ99 ٔ "۶ ع0۴0(‎ 
کے . ف ہے"‎ ٢ ا‎ 
نەضی واقع درصقحد۵ ےم - نر رص فیکنیم. چوں این ہہصی باید رریمحجسی ھادی‎ 


نگ کین !سس کی تحت ہودہ و چون پش دیگرانر اب4 ے 
نمایش دھیم معادلۂ أن: 


2 کو ۴ اب 
۱ 77 7ت و 2ت ۲٢(‏ 


خواھد شد 1 ہلت مولد عو 
مشخص در صفحہ كز'0 ج 


۱ بارتفاع و متجانس ایی 





۱ بەصەی ودارای نیممەحورھائی 
عت اسب ان بودہ و چوں ۱ شش ٦ہ‏ 
ْ ماول ۱ نہا را وه چے ور و گرردہ نماہش دھیم سس ازملاحظہ انکكکە کی اراین ےم محورھا 
ش0 بھی ٭ نقطه '۸ بیصی (١ِ‏ ہر بوط بارتفاع 7 اُسمت سی : 

۳ ھ۸ 


2 
) .)٢س‏ سح ٢س‏ "رر و با: 
آ" نے 














حنشت گّ 0 
١‏ سے گے + ٹج بیا:۔ ٣‏ یہر سے سے +ے 





کی ود ی د7ہ 7 ج 


و 
صدق گزدہ و چون بعای ٢ور‏ مقدارش را فرار دھیم نتیجه ھیشوٹد کہ ٭ار نہ سطح ٰ ٌ 


ھ۸ 7 سے ۱ در ۱ 7 سس 
اق کت یت را ات ا کت اوہ سم رت کی می کے جن 
در معادله 4 ۰ وی یرٹ کی ۔ل ۔ ۶7 کس )۲۲ 


3- 
صدق خو اھد کر د. 

و زرکی ۳ انح ]0 نتیجه میشود که ہر نقطہ کہ معنصات ان ۲ 
در اہن معادلهہ صدق کند روی مولد ار تفساع مس اقع بودہ و در نتیجه روی سطح 
واقع شدہ است . پس معادلہ (۳) معادله بیضوی است. 

چنا نکه دیدہ میفودصفحات مخنسات صفحات تفارن سطح ومحورھایمختصات 
محو رھای تقارن مسباشند . ٰ ٰ 


٣‏ ھبر بوٹولید با پارجہ س مجح ی ھادی درصفحہ 09“ مدلولی نودم 


محور کانو نی آن ولا 5 
۲ ۳ 


۱ 71 ٣2 
7 : 0 ممماششد ھەحمی "و لن درصفحة‎ 
۰ٌ 





ودہ رت راس پ00 ۸4 ھادی 


۔ 


۱ 7 7 5 ۱ 
بمعاد لہ : ۲جو سے ف3ت کے ئ 7 بودہ وہات پیم محور ا ں بہطول ور'ن) سے ور 


۳ 
لے رج سج سے ھادی خواھد یبوٹ ۰ دراپنجا : ) ون ١۔۸‏ ۱ ( ٦ے‏ جح لوٹ ویر 
ا َّ 
ڑ ہب ٠‏ کت سا تج ا مہ٥‏ ودر اوھ معادلہ سطاح 
یت ٢‏ ہے ٦‏ ہے ٦ ۱ ٦‏ 
جو ا ٦ك‏ سن و آ6 ٗ5 دووت ۶ 


-. ود قخااش لم دارای ھمان عوامل تقفارن ں بیصوی میمماشف . 


ٹ7 
آبصرہ 7 ان سطح نظر حا(تیک 5 - ٤‏ بھمٰی دوار ابْشثت شامل دو دسنّ4: 
بینہہایت خط مستقیم میہساشد . برای اثبات نقطة از بیضی عولد را بمختصات : 
ہد یم ے سے بج "تی 00 5۵ ہم 7 در نظر ڈرفتہ ومماس برا نرأ 3 ان نقطه در نظر 


میگبریم . معادله آن: 





سر وو کر لہ ربق 7 قی ےن ئے 5 
٭س٭مسسسشسمسسمسمےجک ھت و تسچ سسا۔ سیت و با : ١‏ کے مر قوووہھ نات سے 
پر ووم 56 : > وچ ے ۔ہ ۱ ج7 لم مم 7 


ماد ۰ حال 5وئیم مقطع سطح توسط صم یج قائمیکہ ازاین مماس بگذرہ ازدر مل 


لشکیل ھیشو تن . ان مفطعم و سھط دستکاہ : ۷ 
١‏ -- 7 ا ور -- 2 ۴۳0م"( 0 کن لہ ١‏ اہسسے کت چنااد 0 (٦(‏ 
...ھ2 . "0 .0 ام ٦‏ 'ٰ روج 
۱ سسہر ثا 
: 7۷ سن ن3 
٠ ۱‏ 2 27 2 
بصورت : رر و ہجرد .ہے 
آ2 ا ٗگ۔. 
و جا ۲وریھ -.- سے )۱ء رو حم جس ( 
ضف ۔ ٢آ‏ ت 
کے ل2 1 -- و 
ویلاغرت ‏ "0۶0۶0۶+8۲ 


نو ت4 ھہشود . معادله حاصل برای ے ار دومن معاد لہ دستتاا )٦(‏ بلس ہے ۱ مہ 


و موحاسه ان : 


کر کے 
اد -ےے--- - 2 7 ن٦‏ ا و 
-> 6 70 5 


رچوھوتی ۱ چو ےہ ۶ 
وت سل مو قمع --۔ ۔+ ۱ ےر جروو سے ٣‏ یم ے۔ ےر میوںے وررع -..۔۔ ١‏ کس مر یم ال 
ح0 اج ۳ ائ 


مسباشد نس دستکاہ (٦‏ ہدو دستگاء 


ر7 2 4 
1 عشت چو <کوت 27. رم کر مووع ۔..۔۔ لہ سک ہم ۰ 
7 ووزھ ن7 مم -- وم مم ۳+ ظط وہ ...ا کے ٢)‏ 
307 سب 609 چا عے 5 7 2 2 


رو 


ب٢‏ رھ عم رف کٹ و چنانکهہ تی اممیم نمایش دو خط را ممدھثٹ ۱ اىن دو خدط سہمت رف4<۰2 
57و2 رنہ ہودہ وچنانکە 7 را نقییردھیم دو دستگاہ مولد مستقیمااخط خواغیم احرت 


ح۱۹۳۰۴۔ 


مڈے ھیپر بولوٹیں دو پارچه ۔ منحنی هادی ھذلو! ی !ود دہ مجور ورکانونی آن 


5 6 


1 ساولی ہے سے ہوم 


"۴۴۲ ج٦‎ 





ساقہ 


۳ َال کلی 7 ۶ بصورت : 


کی ۲ 
۸ ۶ 


7 ا3ے 





ہو ذەؤو خنانگہ عثُل پیش حساب 


ں 











۱ کنیم معادله سظح : 
٢ 75‏ 72 یہ 
0ی 


ٰ ۴۔ پارا بواولید بیضوی ۔ 
می ھادی شلجمی ہمیحو ر027 ۱ سض ۸ہ 


ڑ‌ بمعادلہ 2 جر ٢‏ سح ٢ج‏ بودہ مولد ھای افقی ہدضی ھائی بمعادلہ کا 


٦٢ ٢ 


وو ا 


77 





ہد 
ٰ میماشند . در مو لں ہار تفاع 7 


م٢‏ سے ۲ے یور ہے ۲م 'ر)) 





ہو ذہ واز ا نحا 


۱ ہف را ہس معادله سح . 








٢ ٢ 

2 ر٢‏ ل ٰ2 ۵ 

ہے سے جج لہ ات 
تھے 4 آس ےہ 





تھے ےر 
چنانکەہ فرار دھم نے ٦‏ ش ۹ن 
2۰ ۲ ۲ 
معادلہ سطح را میتوان بس ور بب و سے ہب ٢‏ وہ و ٹیز نوشت . 
مقطم بن سطاح با صۂد<<ہ 22 شلجمی ب٢‏ ہس آت ممماسشّد : 


٭ _ پاراہولو اید ھبپر بولیك ۔۔ منحنی ھادی ھمان شلجمی <٭ مر سے ٢ج‏ 


ٰ ت۹۲ ین 
ہودہ ول مولدں ھا درایتحال ھذلو 2 صبباشند ۰ 


_ جم ٦‏ ۲ ۱ 
معادلهکلی انہا:: ‏ یہر سے و 2 پت و این رابطه برای هولد 


12 





و م٣‏ سے آ مر ںا سد ٦و‏ کے 


ہوھڈو..- ۱ 
لاپ و و 7 ھا ور ومعان (ہ 
-۔_ مھ 





97 م7 ۲٢‏ گے آ8 
2 7 تج 
کی ۳ ای 


ج رت + رر 
٦‏ ٢ك‏ اس 
و یا: سن و لا رک مسر کی وف - 
٠ 3.0 ُ‏ کے 
٠‏ ۱ 7 ۲ 
سس ازفراردادن ٠‏ 22 ود 2 کیک 


خواهد شق. ۷ 
چنانکه ٭ ازصنر تا ہین۔۔ 
تغمیر اما مقطع سعاح کە در 
ارول فقط از دو مجانب تشکیل میشود ہمرور بزرگ شدہ و راوس ۸ و۸ 
بہ پیشہایت ھبروند ۔ ٰ 
ْ لی اک قتعت 22 عاح ھ" ھست ڈ۸ بامعادله فوق نمایش دادہ شدہ وبازاء 
مقادیر ء منفی میباشد. مقاطع افقیکە بازاء این مقادیر < گرفتہ شوند ھذلولی ہائی 
ہمعادله : "وہر سے . لہ کے بس عظر ریگ ٢2‏ ۔ عصح 'ببر ہاشد خوآھند بود 
محانبہای آ نا مان امتداد را داثته ولی زواپائی کہ ورانا خمہا واقعند متفاوت 
[ست . ونیز راوس اہن ھذلولیہا روی شلجمی ل0ل تی ما ک٥‏ مقطعم سطح باصففحه 
ہ سج ممہاشقد واقم خو(ھند بود , 
مقاطع ان سعاح ہا صفحات تح سے ق سے سج شلید حی ھاأی ۱ 
ہے سے ) و ٢۔۔‏ سے ١و‏ بودہ تمام ا مساوی شلجمی فوق ورارس 7 


سج 


نہا رری شلحم ی مفرورضمان واقع ممماشند ۰ 


چ۔ھ۶ 





اس میتوان 1ت سطح را ارزانتقال شاجمی ابتی ررڑی شلجمی کر بطوریکە 


۹۲ات 


رأں انٰوری تا ثابت لَۂ نزہدہ و صففحه آن عمود رص”ص:؛حج شلجمی نابت ومحور 


جسیم 
” 


ا .۶ مواری مج ور شلجمی ثارت باشد دانست ٠‏ 
تبصرہ ۹ ۔ پارابولو؟ ٹہلی رولت شامل دودسنوة خدھل مباشد وه ردسمّهة خدط 
مواری بات صۃحة ثابت ہودہ وابن دو صۂف<ۂه را ھب وحۂ های ھادی سطح نامنی . معادلہ 


این صفحه ھا ار سن گروئت مجموع جملات درجھ دوم ریسہ سطح یعنی : 








۲٢‏ ھی لا فک 
و ےد جات گی ۱ سرع رت ٢۹‏ کاو مھا نہ .2523ا مہ سے 
سے ول 


تا فیشوڈ کہ اولا ھر صفەحۂ موازی یکی ار ابن مین زا در ماول 


یگ خط هستةیم قطم ممنمابد , زہرا صۂفحه مواری " ہے کے ج 


ظ 
2 




















۷ ۱ 
سد ۔ ۱ تہشست 7 ۵ 1 سمطماتٹ : 
ہممادله ل لے ہو3 و مقطع وسط د کا : 
7 2 گ _ )گے 4 
0چت دای ئ۶۳1۲ ×9 پت کک و اج سو دہ تی 
۷٢‏ ص۷ ۱ ِ٘ ۷٘٣‏ رہ کک 


عق دادہ ۲" ' خحال ٌ 7 معادل : 





حت 





و‌ ہس ج٢‏ - ( 


حت ہے سے ہت ا( 
ج خہ ۷٢‏ ۳ 
بودہ و ج دنہ ھیشود کہ نمایش را حتط را مبوقف ۱ ورھطمحمان انت برای ہہ قر وص درغ ' 
تبصضر مہ کے بارا ہولوئبید را متساری السافعین کو ند چنانکہ دو شلجمی اصلٰی 
عساوی باشند سی پ جا جز باممد ۱ مقاطع اثفی 73 اہنحال ھذلولمم ای متساری السافئن 
بودہ ومعادله سطاح : و کے بب مر ۳ع ار ہد "٦‏ اق چنا نکكه دراینحال محوز 
ھایى مختصات را حول بج () و ذو تی و ذ "00 کہ آصوٰ ار بر محانہہا روی 05س" و پر 


انحال نیمساز ھای زاويه 0۶× ھستند 2 ام )" دستو رھلی ون مخعتصات 





سس (گ -) جو ۳ (ے )مم سے 
رت سس و زوو.--سی تپ 7ھ ہو کے اوت 


خوآمند بود وار أ نحا معادله سعاح ہصو رت ٭ صصح راز پر -ہ ڈ۸ نوشته ھیشود ۔ 


-ھ۱۹۔ 

۲۲۰۴۲ استو الہ ۔ استوانڈ ھوازی ×۵ در نظر کرفتہ برای اُنکە نقطله کا 
روی آن اَم ہاشد لازم و کافی 
است کہ تصویر ٣‏ آن بر 0۶57 ٭ 
درروی أثر ى) استرائنه واقع باشد . 

مصادله ت٤‏ را 7 سلحهم 0ع بب 
بصورت ہے ٭س(ی 6ل گرفت 


چون مختصات (نئز,م ) شط٭٢‏ ۳ 





ھمان مختصات چ ورز نقطه کی( (ند 
معادله شرط آانکہ 5 ضس 1٦‏ 
روی استوانه باشد ببان کردہ واز آ نجا معادله استوانهہ خواھد بود . 

پس معادلهُ ھراستو|نه کہ مولدھای ان عمود بیکی ازصفحات مختصات باشند 


پس اپبرلكل 


مان معادلہ اثر استوانه روی این صفحہ خواہد ہود ۔ 

۶۳٣‏ ۔ مھتعروط مخروطی را ٹرہتاار اکن و منحنی ھادیش .ا فرض کرڑہ 
مبداء 0 را در راس ومنحنی ۔) را مسطحہ وموازی صفحہه و0>٭ نیز ھیکبریم . هعادله 
این منحنیٰ ے(ىت) ہے ح8 ٰ ٗ۱ 
بودہ وچون تصویراین منحنی ‌روی 
)اج >> ی ھمان ۔) در صفحه 
2 0 ام است سال آفد در 
این صفحه ٭ سے و )۳ہ 
خواھد بود . 

نقطه (ءج, ۶,۶ )1( راروی 
مخروط گرفتھ و ڑعریےء) "ل9 
رااثر 038 روی 0'۰ ۱ فرض . 
میکنیم . چون 28ہ 38ھ ٥‏ روی ش 1٢‏ 


ُ“ ْ' سز س 71 
ہے ا کے خر ہے یسا تج سے و کہ بس سے او 
بكخط وائمند بس :-- >- و نج بودہ واز ا نجا: و 





ات ات 


خواہند بود . چون (٦‏ روی مخروط است پس ‏ ]۸ روی ‏ بودہ واڑ ا نجا لازم میا ید 


۱ 0ە ( کت ہ..حء)س بائد . پس این معادله معادله مخروط خواعد 


ہود . ب3 دیدہ میشود (ین معادله نسبت به ۴ ر؛ ج ھمکن اف 

: رن عرمعادلہ ھمکن ار ٭ہەو۶7ڑوج لمایش بث مخروط کہ زاس ان در 
مہداء مختصات است نمایہش میدعد . 

زیراکە میتوان معادلہ آنرا بصورت رج ہے (گ,رٌ)]س 
نوشته و چنانکہ دیدیم این مصادلہ مخروطی یور ا آ00 تعاتی ات منحنی 
محے(ئاںعجع)پ ۹٦ے‏ 2غ است نمایہش میدھد. ' 

۴ ے مخر وعحاقچای ٹرجه دوم ے ھرمخروط درجہه درم چنانکہ مبداء رإ 
ںہ 9- آن منتقل کلیم 0 بصورت : 

ہ سے وج "تا ۲ سلپ و اط ٢‏ لو بط ٢۲‏ لہ وج تی ھ ۔ل اج ۸ 
خواھهد داشت . مقطاح این مخروط توسط یب صفحہ یك منحنی درجه دوم خواعد 
بود . زبرا میتوان صفحہ فاعام را موازی ۶وج فرض کر دہ و در اینحال معادله مقطم : 


* سے وج ٢‏ ۔لجن جو ۷ لو رص ٢‏ لہ جو .ہس کر .لہ ۰و اسم 
ویاد ے۲ ےھ ۔ل۔ بے ٣٢‏ ۔ بے جا ٢‏ ۔ل ازواے روج "٢ہج‏ ۸ر ےم سم ڈ 


خواھد رو3 معادلہ دوخ نمایش نصو بر مُّحئی رری 0۶7 را پر دادہ وچوں ازدرحه 

دوعغ اشتخ س 3 ضي4 ثابت میشو و 7 س میتوآن ان فص قصّیەر| ہدین رب لم زاببان نمود: 
می ھادی خر مخر وط در<4 دوم با اەصی ٤‏ ھذاولی وا شلجمی مسہامّد ۰ 
زترعکین ھرمخر وط براس 0 ومنحنی ھادی درجه دوخ وافع در صفحہ مم .--ےح 


دارای معادله از درجه دوم خواھد ہود . 


پابان 





۵و4 





بش نخست سے بردارھا ۱ 
علاببای رامتازان ' ۱ 
یت ھندسی غ 
تصاوبر ٰ 
حاصل ضرب داخلی یا اسکالر ۱ 
سیسات ٠‏ 
ھمگنی ۰ 
مشتق مندسی ٦‏ 
بخشں دوم ۔ے مختصات ں٦٢‏ 
بحشی سومع ۔ خطو سطاح ۳ 
بندشی چھارم مکان ھندسی ْ ٠‏ 
بعش پنحم ۔ خط در صفحہ ٰ ه۵ 
مسائل مر بوط بخط ھستقیم ٦‏ 
بخشںی ششم ۔ صفحہ وخط در فضا ۸۶ 
صنحہ ْ ۸۶ 
خط در فسا ۷ 
بش ھفتم ۔ دایرہ ۷۹ 


بحعضی ھٹم ۔ کر ۱ 09 


رو 


ہعٹی تی ے گواتان۔ مت مماس ۱ ۸۹ 
بش شھم ‏ ۔ بررسی بت منجنیٰ درنز دیکی بکی از نقاط ان ۹" 
بخشی پازشڈھم ے رسم تا ْ : ۰۹ 
-١‏ رسم منەعنی کە معادلہ ان بصورت (ع)مر سد پى ٰ 
ٰ دادہ شدم باشد ۔ ۱ ۱ ہت 
-٦‏ رسم منحنی کە معادله ان بصورت پارامتری 
دادہ شدہ باشد ۳ ۹۹۷ 


۳ رسم منحنی کە معادلہ أن تابع ضمنی ازم ر نو باشد ٥٢۳‏ 


(بحعش ڈوازدھم ہ ‏ رسم خمہای قطہی ۱ 
نتحش سی ز شھم ہد ہوش ھا ور 
ب)ش چفاردڈھم ۰2 خمید کی خممپاأی ھاممٔی <ٌَا 
بعش پائزٹھم ‏ خمید کی خمہای چتك رت 
بعش شائزدھم ۔ مخروطات ۸ 
مرکز یك مخروطىی ٦٠۰‏ 
سادہ کردن معادله درحە دوم اکا 
قطر ھا ۷۱ 
محور ھای مخروطی س۷۸ 
کانون وھادی ۱ ١۸۰۰.‏ 
معادله مخروطات در مختصات قعطہی ُ۸ 
شی ھفد ھم 7 سطوح دوار صطوح دذرحه دوع ہ۸”۳ 


سطوح ذر-<ہ درع ۸۹ 


-- سے 


٢ھ‏ جںں جہجمدن ٠٥٥۹٣‏ 


6 ەط) دہ 0٥ذ‏ علەصط منّا9ا' 


48 ۶1ہ ءصظ ۵ .0۰۵ ]اه ۸۵ا 
٥ط )0٢ ٥٥ط ٥٥۲‏ |ء وہ ٥ا‏ آأزك 
0۳٥٣ 109۰‏ اترمٌط( (٥‏ عا٥ەطا‏ 
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